
ΛΥΣΗ 

α) Κάθε μία από τις εξισώσεις (𝜀1) και (𝜀2) είναι στη μορφή 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝛤 = 0, εξίσωση που 

γνωρίζουμε ότι παριστάνει ευθεία όταν |𝛢| + |𝛣| > 0, δηλαδή όταν οι αριθμοί Α και Β δεν 

είναι ταυτόχρονα μηδέν. Παρατηρούμε ότι στην (𝜀1) είναι 𝛣 = − 1 ≠ 0, ενώ στην (𝜀2) είναι 

𝛢 = 𝜇 + 1, 𝛣 = 𝜇 –  1 και 𝛢 = 0 για 𝜇 =  − 1, 𝛣 = 0 για 𝜇 = 1. Έτσι, δεν υπάρχει τιμή της 

παραμέτρου μ η οποία να μηδενίζει ταυτόχρονα τους συντελεστές Α και Β. 

β) Γνωρίζουμε ότι η ευθεία με εξίσωση 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝛤 = 0 είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 

𝛿 = (− 𝛣, 𝛢). Έτσι, θα είναι 𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗ = (1, 𝜇) παράλληλο στην (𝜀1) και 

 𝛿2
⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 −  𝜇, 1 + 𝜇) παράλληλο στην (𝜀2). 

Οπότε η οξεία γωνία θ των (𝜀1) και (𝜀2) θα είναι ίση ή παραπληρωματική της οξείας γωνίας 

φ των διανυσμάτων 𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗  και 𝛿2

⃗⃗⃗⃗⃗. Αλλά 𝜎𝜐𝜈𝜑 =
𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗⃗∙ 𝛿2

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗

|𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗⃗|∙|𝛿2

⃗⃗ ⃗⃗⃗|
.  

Όμως 𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝛿2

⃗⃗⃗⃗  ⃗= 1 ∙ (1 −  𝜇) + 𝜇 ∙ (1 + 𝜇) = 1 −   𝜇 + 𝜇 + 𝜇2 = 1 + 𝜇2. 

Επίσης |𝛿2
⃗⃗⃗⃗⃗| = √(1 −  𝜇)2 + (1 + 𝜇)2 = √1 −  2𝜇 + 𝜇2 + 1 + 2𝜇 + 𝜇2 = √2 + 2𝜇2 =

√2(1 + 𝜇2)=√2√1 + 𝜇2 = √2 ∙ |𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗ |. 

Έτσι, 𝜎𝜐𝜈𝜑 =
1+𝜇2

|𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗⃗|∙√2∙|𝛿1

⃗⃗ ⃗⃗⃗| 
 = 

1+𝜇2

√2|𝛿1
⃗⃗ ⃗⃗⃗|

2 =
1+𝜇2

√2(1+𝜇2)
=

√2

2
. Ώστε �̂� = 45𝜊. 

γ) Για να βρούμε που τέμνονται οι ευθείες (𝜀1) και (𝜀2) αρκεί να λύσουμε το σύστημα των 

εξισώσεων (𝜀1) και (𝜀2). Ένας τρόπος είναι με την μέθοδο της αντικατάστασης. Από την (𝜀1) 

παίρνουμε 𝑦 = 𝜇𝑥 –  𝜇 οπότε αντικαθιστώντας στην (𝜀2) παίρνουμε 

(𝜇 + 1)𝑥 + (𝜇 −  1)(𝜇𝑥 –  𝜇 ) − 𝜇 + 1 = 0 ⇔ 

(𝜇 + 1)𝑥 + 𝜇(𝜇 −  1)𝑥 −  𝜇(𝜇 −  1)  −  𝜇 + 1 = 0, άρα 

(𝜇 + 1 + 𝜇2  −  𝜇)𝑥 −  𝜇2 + 𝜇 −  𝜇 + 1 = 0 ⇔ 𝑥 =
𝜇2 − 1

𝜇2+1
. 

Τότε 𝑦 = 𝜇
𝜇2 − 1

𝜇2+1
 − 𝜇 =

𝜇3 − 𝜇 − 𝜇3 − 𝜇

𝜇2+1
=

− 2𝜇

𝜇2+1
. 

Έτσι τα σημεία τομής των (𝜀1) και (𝜀2) είναι τα 𝛴𝜇 (
𝜇2 − 1

𝜇2+1
,

− 2𝜇

𝜇2+1
) για κάθε τιμή της 

παραμέτρου 𝜇. 

Ο ζητούμενος κύκλος έχει εξίσωση 𝑥2 + 𝑦2 = 1. Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι οι 

συντεταγμένες των σημείων 𝛴𝜇  επαληθεύουν την εξίσωση αυτή. 

Πράγματι:(
𝜇2 − 1

𝜇2+1
)

2

+ (
− 2𝜇

𝜇2+1
)

2

=
𝜇4 − 2𝜇2+1+4𝜇2

(1+𝜇2)2
=

𝜇4 + 2𝜇2+1

(1+𝜇2)2
= 1. 

Τα παραπάνω αποτυπώνονται στο παρακάτω σχήμα.  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


