
Γ ΛΥΚΕΙΟΥ ΜΕΡΟΣ Α 

12.Δ1 

Επειδή  
x 0
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
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3α 1 3 1 5 3α 9 α 3           (1) 

Ενώ για x0  , έχουμε  
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3α 1 3 1 5 3α 9 α 3           (1) 

Από    1 , 2 α 3    

12.Δ2 

α)  Έχουμε ότι 

 

   

f συνεχής στο 1,4

f x 0 για κάθε x 1,4




  

 η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1,4   

Έστω ότι η f διατηρεί αρνητικό πρόσημο στο  1,4  

Τότε θα είναι   

 

 

 

     

f 1 0

f 2 0 f 1 f 2 f 4 0

f 4 0

 


    


 

  άτοπο αφού      f 1 f 2 f 4 8    

οπότε η f διατηρεί θετικό πρόσημο στο  1,4  δηλαδή είναι  f x 0   για κάθε 

 x 1,4   

 

β)  Υποθέτουμε ότι η εξίσωση  f x 2  , δεν έχει καμία ρίζα στο διάστημα  1,4   

Άρα θα είναι  f x 2  , για κάθε  x 1,4 . Τότε  

Θέτουμε    h x f x 2   και έχουμε  

 

     

h συνεχής στο 1,4 ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων

h x 0 για κάθε x 1,4 (διότι f x 2)




   

 

η h διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1,4  

Τότε όμως θα είναι  



είτε 

   

   

   

     

πολλαπλασιάζουμε
κατάμέλη

h 1 0 f 1 2

h 2 0 f 2 2 f 1 f 2 f 4 8

h 4 0 f 4 2

   


      


   

   

άτοπο αφού      f 1 f 2 f 4 8    

είτε 

   

   

   

     

πολλαπλασιάζουμε
κατάμέλη

h 1 0 f 1 2

h 2 0 f 2 2 f 1 f 2 f 4 8

h 4 0 f 4 2

   


      


   

   

άτοπο αφού      f 1 f 2 f 4 8    

Επομένως η εξίσωση  f x 2  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα  1,4  

 

γ)  Υποθέτουμε ότι η εξίσωση  f x x  , δεν έχει καμία ρίζα στο διάστημα  1,4   

Άρα θα είναι  f x x  , για κάθε  x 1,4 . Τότε  

Θέτουμε    g x f x x   και έχουμε  

 

     

g συνεχής στο 1,4 ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων

g x 0 για κάθε x 1,4 (διότι f x x)




   

 

 

η g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1,4  

Τότε όμως θα είναι  

είτε 

     

     

     

     

πολλαπλασιάζουμε
κατάμέλη

g 1 0 f 1 1 0 f 1 1

g 2 0 f 2 2 0 f 2 2 f 1 f 2 f 4 8

g 4 0 f 4 4 0 f 4 4

      


         


      

   

άτοπο αφού      f 1 f 2 f 4 8    

είτε 

     

     

     

     

πολλαπλασιάζουμε
κατάμέλη

g 1 0 f 1 1 0 f 1 1

g 2 0 f 2 2 0 f 2 2 f 1 f 2 f 4 8

g 4 0 f 4 4 0 f 4 4

      


         


      

   

άτοπο αφού      f 1 f 2 f 4 8    

Επομένως η εξίσωση  f x x  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα  1,4  

12.Δ3 

α)   Αν          
    f f x x f x

1 2 1 2f x f x f f x f f x
 
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β)             
x 0 f:1 1

f f x x f x f f 0 f 0 f 0 0
 

       



 

γ)     
 

        
1θέτουμε όπου x το f x
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  
   
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
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δ)      
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12.Δ4 

α)   Αν        
   3 3f x x 2 f x
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Οπότε η f είναι 1  1 άρα αντιστρέψιμη 

β)   Έχουμε ότι 

             
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 
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Ακόμη 

           
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Επομένως η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα  2,2  και  

   f 2 f 2 0    

Άρα από το θεώρημα Bolzano η συνάρτηση f , έχει τουλάχιστο μία ρίζα στο 

διάστημα ( 2 , 2) η οποία θα είναι και μοναδική αφού η f είναι 1  1 

γ)      
 

       
  11 f f x xθέτουμε όπου x το f x

3
3 3 3 1 1 1f x f x x 2 f f x f f x f x 2
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   
3 3

3 1 1 3x x f x 2 f x x x 2                 (1) 

Τώρα χρειάζεται να βρούμε το πρόσημο του  
3x x 2  . Έτσι 

  

2x x 2 0
παραγοντοποίηση με Horner διότι Δ 0

3 2x x 2 0 x 1 x x 2 0 x 1 0 x 1

  


              

Δηλαδή για x 1  είναι 
3x x 2 0     και x 1  είναι 

3x x 2 0    

Οπότε 

(1)  
 

3 3

1

33

x x 2 , x 1
f x

x x 2 , x 1



   
  

    

 



12.Δ5 

α)   Έχουμε 

           

           

x 4

προσθέτουμε κατάμέλη

x 6

f x 3 f x 1 f x 1 x f 7 f 3 f 5 4

f x 3 f x 1 f x 1 x f 9 f 5 f 7 6






          


          

 

 f 7      f 3 f 9 f 5    f 5  4 f 7     6 f 3 f 9 10     

β)     Αν    f 3 f 9  τότε        f 3 f 9 10 2f 3 10 f 3 5       οπότε για 

ξ 3  έχουμε  f ξ 5  

  Έστω    f 3 f 9  . Τότε 

               f 3 f 9 f 3 f 3 f 9 f 3 2f 3 10 f 3 5           (1) 

και 

               f 3 f 9 f 3 f 9 f 9 f 9 10 2f 9 f 9 5            (2) 

Οπότε 

       , f 3 91 2 5 f     

 

Έτσι 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [3 , 9] 

   f 3 5 f 9   

Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , υπάρχει τουλάχιστον ένα 

 ξ 3,9  τέτοιο ώστε f (ξ)  5 

  Αν    f 3 f 9  . Τότε ομοίως υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ 3,9  τέτοιο ώστε 

f (ξ)  5 

Άρα σε κάθε περίπτωση υπάρχει ξ R  με  f ξ 5  

12.Δ6 

α)   Έχουμε ότι 

       
x 0

2 2 2 2 1
x 2f x x 1 0 2f 0 0 1 0 2f 0 1 0 f 0

2



               (1) 

       
x 1

2 2 2 2 1
x 2f x x 1 1 2f 1 1 1 1 2f 1 2 f 1 1

2



               (2) 

Θεωρούμε την συνάρτηση h με    h x f x x   

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα  0,1  , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων  

   
 

   
 

   

1

2

h 0 f 0 0
h 0 h 1 0

h 1 f 1 1 0


  

 
   

 

Αν  h 0 0  τότε για  ξ 0 0,1   έχουμε  h ξ 0   

Αν  h 1 0  τότε για  ξ 1 0,1   έχουμε  h ξ 0   



Αν  h 0 0  και  h 1 0  τότε προφανώς    h 0 h 1 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ 0,1  (άρα  ξ 0,1 ) τέτοιο ώστε 

 h ξ 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ 0,1  τέτοιο ώστε 

     h ξ 0 f ξ ξ 0 f ξ ξ       

 

β)   Έχουμε ότι 

 

1
θέτουμε όπου x το

διαιρούμε με 2x
2 2

2 2

1 1 1
x 2f x x 1 2f 1

x x x

 
        

 
 

2 2

1 1 1 1
f

2x x 2x 2

 
     

 
 

2πολλαπλασιάζουμε με x 0
2x




2

1

2 x

2 21
x f x

x

 
  

  2

1

2 x

2
2 21 1 1 1 x

x x f
2 2 x 2

 
    

 
 

Οπότε 

2
2

κριτήριο παρεμβολής
2

2 x 0

x 0 x 0

1 1 1 x
x f

1 12 x 2
limx f

x 21 1 x 1
lim lim

2 2 2



 

 
   

   
   

  
 



 

γ)   

3

3

2x 0 x 0

x
1

x f ημ3x
x

lim lim
x ημx 

 
  
  


2 1
f

x

x

 
  
 

2

ημ3x

x

x



x

2

x 0 x 0

x 0 x 0

1 ημ3x
limx f lim

x x

ημxημx limx lim
xx

 

 

 
  
  



 

2

x 0

x 0

x 0 x 0

1 1
lim x f

x 2

ημx
lim 1

x

2ημ3x ημ3x
lim 3 lim 3

x 3x x 0 x 0

x 0 x 0

1 ημ3x 1limx f lim 3
7x x 2

ημx 0 1 2limx lim
x





 

 
  
 



 
 

 

 
   
   



 

12.Δ7 

α)   
   
       

2
2

x 2 x 2 x 2

x 2 2 x 2 2x 2 2 x 2 2
lim lim lim

x 2 x 2 x 2 2 x 2 x 2 2  

      
  

      
 

x 2

1 x 2
lim





 x 2  
1 1

42 2 2x 2 2
 

  
 

και  

 

θέτουμε y x 2

όταν x 2 , y 0

x 2 y 0

ημ x 2 ημy
lim lim 1

x 2 y

 

 

 


 


 

β)   Θέτουμε    
x 2 2

h x f x
x 2

 



  οπότε  

x 2

1
lim h x

4
  και έχουμε 



     
 h xx 2 2

h x f x f x
x 2 x 2 2

x 2

 
  

  



  

Οπότε 

 
   

 
x 2

x 2

1
lim h x

4

x 2 2 1
lim

x 2 4
x 2

x 2 x 2

x 2

1
limh xh x 4limf x lim 1

1x 2 2 x 2 2
lim

4x 2 x 2







 





 



   
   

 

 

 

και επειδή η f είναι συνεχής θα είναι    
x 2

f 2 limf x 1


    

Ακόμη Θέτουμε    
 ημ x 2

φ x g x
x 2


 


  οπότε  

x 2

3
limφ x

2
  και έχουμε 

   
 

   
 ημ x 2 ημ x 2

φ x g x g x φ x
x 2 x 2

 
    

 
 

Οπότε 

   
 

 
 

 

 

x 2

x 2

3
lim φ x

2

ημ x 2
lim 1

x 2

x 2 x 2 x 2 x 2

ημ x 2 ημ x 2 3 1
limg x lim φ x limφ x lim 1

x 2 x 2 2 2












   

  
       

  
 

και επειδή η g είναι συνεχής θα είναι    
x 2

1
g 2 limg x

2
    

γ)   Θεωρούμε την συνάρτηση  z : 2,3 R   

με          2z x f x x 2 f x x 2 g x      

Η συνάρτηση z  

είναι συνεχής στο διάστημα [ 1 , 1] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

             

                 
   

2

2 2
επεξήγηση 1

z 2 f 2 2 2 f 2 2 2 g 2 g 2 1 0
z 2 z 3 0

z 3 f 3 3 2 f 3 3 2 g 3 f 3 f 3 g 3 0

         

 

         

 

Άρα από το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ox 2,3  τέτοιο ώστε 

         2

o o o o oz x 0 f x x 2 f x x 2 g x 0         

           
 ox 2

2 2 o

o o o o o o

o

g x
f x x 2 f x x 2 g x f x f x

x 2



       


 

επεξήγηση 1 

       f x g x f x g x 0     

Οπότε αν      s x f x g x   τότε  

 

     

 

s :συνεχής στο R
η s διατηρεί πρόσημο στο R

s x 0
s x 0 για κάθε x R

1 1
s 2 f 2 g 2 1 0

2 2


 

    


      

 

οπότε      s 3 0 f 3 g 3 0     



Άρα        

 
   

 

2f 3 0

f 3 g 3 0
2z 3 f 3 f 3 g 3 z 3 0



 

      

12.Δ8 

α)            

x 0
y x

f x f y f x y 1 f f x f 0 x 1




          (1)  για κάθε x R   

Οπότε 

Αν 

         
 

 1 2 1

1

2f x f x f f x f f x f 0    1x 1   f 0 2x 1  1 2x x   

Άρα η f είναι 1-1 

β)       
 1θέτουμε y f x

f x f y f x y 1



      

        
  1f f x x

1 1 1f x f f x f f x f x 1

 

         

       1 1f x x x f x 1 f 2x x f x 1           

γ)   Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε  

       
x 0

1f 2x f x f x 1 f 0


     f 0  1f 0 1    

   1f 0 1 f 1 0       

δ)   Έστω ότι η f είναι περιττή. Τότε για κάθε x R  θα ισχύει    f x f x  .  

Όμως 

       
 

 
f 1 0x 1

f x f x f 1 f 1 f 1 0
 

       . Άρα    f 1 f 1 0    άτοπο διότι η 

f είναι 1  1 

12.Δ9 

Έχουμε 

         
y x

f f x f y f f x y f f x


     f x    f f x x    

         f 0 f f x x f f x x f 0       (1) 

Θα δείξουμε τώρα ότι η f είναι 1  1. Πράγματι 

Αν          
    f f x x f 0

1 2 1 2f x f x f f x f f x
 

     

 1x f 0   2x f 0  1 2x x   

Άρα η f είναι 1  1 και άρα υπάρχει η 
1f 
  

Ακόμη 

                    
x y 0

f f x f y f f x y f f 0 f 0 f f 0 0 f f 0 f 0
 

          

      
f:1 1

f f 0 f 0 f 0 0


    

Επίσης 

      
 

  
 1f 0 0 θέτουμε όπου x το f x

f f x x f 0 f f x x1



       



         1 1 1f f f x f x f x f x       

Τέλος 

               

 
    

f 0 0x 0
f f 0 f 0 0y x

f f x f y f f x y f f 0 f x f f 0 x


 

         

        1 1f f x x f f f x f x          

   
   

   
1f x f x

1f x f x f x f x

 
        για κάθε x  R  

που σημαίνει ότι η f είναι περιττή 

 

12.Δ10 

Παρατηρούμε ότι      
θέτουμε x 0

f f x x f f 0 0


    

Έστω  0 f 0   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με    h x f x x   

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα  0,f 0    , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων  

   

       
  

 
f f 0 0

h 0 f 0

h f 0 f f 0 f 0 f 0


 



    

 

           2h 0 h f 0 f 0 h 0 h f 0 0        

Αν  h 0 0  τότε για ξ 0  έχουμε  h ξ 0  

Αν   h f 0 0  τότε για  ξ f 0  έχουμε   h f 0 0  

Αν  h 0 0  και   h f 0 0  τότε προφανώς     h 0 h f 0 0  , οπότε από το 

θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα   ξ 0,f 0   τέτοιο ώστε  h ξ 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ R  τέτοιο ώστε 

     h ξ 0 f ξ ξ 0 f ξ ξ       

12.Δ11 

Έχουμε 

   
θέτουμε x 0

2 2x f x x 1 0 f 0 1


       

   
θέτουμε x 2

2 2x f x x 1 4 f 2 5


       

   
θέτουμε x 2

2 2x f x x 1 4 f 2 5


        

Οπότε 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [  2 , 0]  

 

 
       

4 f 2 5
f 0 1 3 4 f 2 f 0 3 f 2

0 f 0 1

   
         

  

  



Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , υπάρχει  1x 2,0   τέτοιο ώστε 

 1f x 3   

Ομοίως 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [  , 2]  

 

 
       

0 f 0 1
f 0 1 3 4 f 2 f 0 3 f 2

4 f 2 5

  
       

  

  

Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , υπάρχει  2x 0,2  τέτοιο ώστε 

 2f x 3    

Άρα 1 2x x (προφανώς) και    1 2f x f x 3    που σημαίνει ότι η f δεν είναι 1  1 

12.Δ12 

Θα αποδείξουμε αρχικά ότι η f είναι 1  1. Πράγματι 

Αν              
   1 2f x f x

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2f x f x f f x f f x x f x x f x x x


          

1 210x x 1 28x 5x 4   2 110x x 2 18x 5x 4   1 2 1 213x 13x x x     

Άρα η f είναι 11 άρα υπάρχει η αντίστροφη της. Οπότε 

    
 

        
  11 f f x xθέτουμε όπου x την f x

1 1 1f f x x f x f f f x f x f f x

 

         

             1 1 1f x f x x f x x f x f f x x f f x             

     1f f x x f f x    

12.Δ13 

α)   Αν    1 2f x f x  έχουμε 

       

       

3 3
έ ά έ

1 2 1 2

1 2 1 2

f x f x f x f x

f x f x 2f x 2f x

      


   

 

       
έ 5

3 3

1 1 2 2f x 2f x f x 2f x
 

     

       
   3f x 2f x 5 x

3 3

1 1 2 2 1 2f x 2f x 5 f x 2f x 5 x x
  

        

Άρα η f είναι 1-1  

 

 

β)              
 θέτουμε y f 2x 2

3 3 3f x 2f x 5 x f 2 2f 2 5 2 f 2 2f 2 3 0


             

 

  
o

παραγοντοποίησημεhorner
ρίζατοy 1

3 2y 2y 3 0 y 1 y y 3 0


           

2y 1 ή y y 3 0       αδύνατη διότι Δ 1 12 0     

 

Άρα  y 1 f 2 1       

 

γ)   Επειδή η f είναι 1-1  υπάρχει η  1f x
 και  



   
 

       
1θέτουμε όπουx το f x

3 3 1 1 1f x 2f x 5 x f f x 2f f x 5 f x



           

 

 1 3f x x 2x 5     

Οπότε 

 

 

 

   
     

1

1 3
θέτουμε y f x x f y

1όταν x 2 y f 2 1 f x x 2x 5

x 2 y 1

f x x 1 y f y 1
lim lim

f x 1 y 1




  

     

 

   
 

 
  

o

παραγοντοποίησημε horner
3 3 ρίζα το y 1

y 1 y 1

y y 2y 5 1 y 3y 4
lim lim

y 1 y 1



 

     
  

 
 

 
y 1

y 1
lim





 2y y 4

y 1

 


1 1 4 6     

12.Δ14 
 

α)   Έστω 
1 2x , x R  με 

1 2x x . Τότε  

ώ ή ύ
3 3

1 2 1 2x x x x
   

     (1)  

1 2

x

x 2 x 2

1 2 1 2

e

x x x 2 x 2 e e
 

      
1

   (2) 

Προσθέτοντας τις (1) και (2) κατά μέλη έχουμε 

   1 2 1 2

προσθέτουμε 1
x 2 x 2 x 2 x 23 3 3 3

1 2 1 2 1 2x e x e x e 1 x e 1 g x g x
   

            

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα  

 

β)   Επειδή η g είναι 1-1 υπάρχει η  1g x
. Έτσι 

 

  
 

         
1θέτουμε όπουx το g x

1 1 1f g x x 2 f g g x g x 2 f x g x 2



           

Οπότε αν    1 2f x f x  έχουμε 

     1

1 2 1f x f x g x 2    1

2g x 2     1 1

1 2g x g x     

     1 1

1 2 1 2g g x g g x x x      

Άρα η f είναι 1-1  

 

γ)               1 1 1f g x x 2 f f g x f x 2 g x f x 2            

 

   
 

 
3 x 2g x x e 1 θέτουμε y x 2 x y 2

1 1 3 x 2g x f x 2 f x 2 x e 1

       
           

 

 

   
31 yf y y 2 e 1      

 

 

12.Δ15 
α)   Έχουμε  

         
θέτουμε x 1

33 3 3f x f x 2x 1 f 1 f 1 2 1 1


            



   
 

 
 

 

 
2 2

1 0

f 1 1 0 f 1 1 0
2

2

1
f 1 f 1 1 1 f 1 f 1 0

f 1 1

 

     
              

 

 

Ακόμη 

       
θέτουμε x 0

3 3 3 3f x f x 2x 1 f 0 f 0 2 0 1


          

   
 

 
 

 

 
2 2

1 0

f 0 1 0 f 0 1 0
2

2

1
f 0 f 0 1 1 f 0 f 0 0

f 0 1



   

        
 

Επομένως 

Η συνάρτηση f  

 

είναι συνεχής στο διάστημα  1,0  

 

 

 
   

f 1 0
f 1 f 0 0

f 0 0

  
   

 

  

 

Οπότε , σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano , εξίσωση  f x 0  έχει ρίζα στο 

 1,0  

Η ρίζα αυτή θα είναι μοναδική επειδή η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα άρα 

και 1-1 

 

β)   Έστω  ox 1,0    η ρίζα του προηγούμενου ερωτήματος. Θα ισχύει προφανώς 

 of x 0 .   

Θεωρούμε την συνάρτηση       h x f f x f x x     , x R   

 

Καταρχήν θα δείξουμε ότι η h είναι γνησίως μονότονη  

 

Έστω 
1 2x , x R  με 

1 2x x . Τότε  

 
1 2 1 2x x x x      (1)  

         
f

1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x      
[

 (2) 

             
f f

1 2 1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x f f x f f x          
[ [

 (3) 

 

Προσθέτοντας τις (1) (2) και (3) κατά μέλη έχουμε 

             1 1 1 2 2 2 1 2f f x f x x f f x f x x h x h x          

Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα   

 

Ακόμη είναι 

      
 

   

 
 

 

o o

ο o

f 0 0

x 0 διότι x 1,0
f x 0 x 0

ο ο ο ο ο ο οh x f f x f x x h x f 0 x h x 0



  
  

          

και 

        h 0 f f 0 f 0 h 0 0        διότι    f 0 0 f 0 0     

    
f

f f 0 f 0  
[

 

 

Επομένως 

Η συνάρτηση h  



 

είναι συνεχής στο διάστημα  ox ,0  

 

 

 
   

o

o

h x 0
h x h 0 0

h 0 0

 
  

 

  

 

Οπότε , σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano , εξίσωση  h x 0  , άρα και η 

    f f x f x x   έχει ρίζα στο  ox ,0  , άρα και στο  1,0  . Η ρίζα αυτή 

είναι μοναδική διότι η h είναι γνησίως φθίνουσα  


