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21.8       1)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 0, R   με  f x lnx   

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  1,x , ως λογαριθμική 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  1,x  , ως λογαριθμική με  
1

f x
x

    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 1,x  , τέτοιο ώστε  

 
   f x f 1 1 ln x ln1 1 ln x

f ξ
x 1 ξ x 1 ξ x 1

 
     

  
  (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

  x ξ 0x 1 10x 1 1 ln x 1 1
ln x x 1 1 1 x ξ 1

x x x 1 x ξ

  
           


 

που ισχύει διότι  ξ 1,x  

21.8       2)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 0, R   με  f x lnx   

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα [x, x  1] , ως λογαριθμική 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (x, x  1)  , ως λογαριθμική με  
1

f x
x

    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ξ  (x, x  1) , τέτοιο ώστε  

 
   f x 1 f x

f ξ
x

 
 

1 x 

 ln x 1 ln x1 1 x 1
ln

ξ 1 ξ x

  
      (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

  0 x ξ x 111 x 1 1 1 1 1
ln x 1 ξ x

x 1 x x x 1 ξ x

   
        

 
 που ισχύει διότι ξ  (x, x  1) 

21.8       3)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 0, R   με    f x ln x 1    

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  0,x , ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων  

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,x  , ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

με  
1

f x
x 1

 


  

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 0,x  , τέτοιο ώστε  

 
       f x f 0 ln x 1 ln1 ln x 11 1

f ξ
x 0 ξ 1 x ξ 1 x

   
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  
  (1) 

 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 



 
    x 1 ξ 1 0x 0 1ln 1 xx 1 1 1

ln 1 x x 1 1
x 1 x 1 x x 1 ξ 1

    
         

   
 

x 1 ξ 1 1 x ξ 0             που ισχύει διότι  ξ 0,x  

21.8       4)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f : R R  με   xf x e   

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  0,x , ως εκθετική  

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,x  , ως εκθετική με   xf x e    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 0,x  , τέτοιο ώστε  

 
    x 0 x

ξ ξf x f 0 e e e 1
f ξ e e

x 0 x x

  
     


  (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

 xx 0
x x 0 ξ 1

1e 1
1 x e 1 xe x e 1 xe 1 e e e e 0 ξ 1

x

 
                  

που ισχύει διότι  
 

 
x 0,1
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

    

21.8       5)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f : R R  με   xf x e   

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  1,x , ως εκθετική  

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  1,x  , ως εκθετική με   xf x e    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 1,x  , τέτοιο ώστε  

 
    x 1 x

ξ ξf x f 1 e e e e
f ξ e e

x 1 x 1 x 1

  
     

  
  (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

 
 xx 1 0

x x x ξ
1e e

e ex e e ex e e e e x 1 e e e ξ 1
x 1

  
              


 

που ισχύει διότι  ξ 1,x ξ 1    

21.8       6)   

Θεωρούμε την συνάρτηση 
π

f : 0, R
2

 
 

 με  f x εφx   

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  0,x , ως τριγωνομετρική  

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,x  , ως εκθετική με  
2

1
f x

συν x
    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 0,x  , τέτοιο ώστε  

 



 
   

2 2

f x f 0 1 εφx εφ0 1 εφx
f ξ

x 0 συν ξ x συν ξ x

 
     


  (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

 0 1x

2

εφx 1
εφx x 1 1

x συν ξ



         που ισχύει 

21.8       7)   

Αν x 0  τότε η σχέση προφανώς ισχύει ως ισότητα 

Έστω τώρα ότι x 0  

Θεωρούμε την συνάρτηση 
π

f : 0, R
2

 
  

 με  f x συνx xημx    

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  0,x , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων   

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,x  , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

με  f x ημx   ημx xσυνx xσυνx    

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 0,x  , τέτοιο ώστε  

 
   f x f 0 συνx xημx συν0 0ημ0

f ξ ξσυνξ
x 0 x

   
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
 

συνx xημx 1
ξσυνξ

x

 
    (1) 

Οπότε έχουμε ισοδύναμα 

 x 0 1συνx xημx 1
συνx xημx 1 συνx xημx 1 0 0 ξσυνξ 0

x

  
              που 

ισχύει   

διότι  

ξ 0  (αφού  ξ 0,x ) και  

συνξ 0   (αφού  
π

ξ 0,x ξ 0,
2

 
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 
 

21.8       8)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 0, R   με    
α

f x 1 x    

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα  0,x , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων   

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  0,x  , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

με    
α 1

f x α 1 x


     

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει  ξ 0,x  , τέτοιο ώστε  

 
   
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
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Οπότε έχουμε ισοδύναμα 
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 
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1 ξ 1 ξ 0         που ισχύει  διότι  ξ 0,x  

 


