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      1 0 0 λ 1 λ         

Οπότε 

Αν λ 1 1 λ 0     , το ζητούμενο όριο είναι   

Αν λ 1 1 λ 0     , το ζητούμενο όριο είναι   

Αν λ 1  , το ζητούμενο όριο γίνεται  
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12.Γ2 

Θέτουμε  
 f x
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12.Γ3 

α)   Θέτουμε  
 f x 2
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β)   Για x 2  έχουμε 
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 
2 2διαιρούμεμε x 2 0 3x 8x 4 x 4

f x
x 2 x 2

    
   

 
 

      23x 8x 4 3x 4 x 2 3x 2 x 2      


x 2

   x 2f x

x 2


 



 x 2

x 2




  

 

   

 
x 2 x 2

lim 3x 2 lim x 2 4

(κριτήριοπαρεμβολής)

x 2

f x f x
3x 2 x 2 lim 4

x 2 x 2

  



   


      

 
  (1) 

Ομοίως   για x 2  έχουμε 
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γ)  Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής θα ισχύει  
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είναι συνεχής στο διάστημα [1 , 2] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  
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Άρα από το θεώρημα Bolzano h συνάρτηση g άρα και η εξίσωση  f x 3
e x


  , έχει 

τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα  1,2  

12.Γ4 

Έχουμε ότι 
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  δεν θα μπορούσε να κάνει 1    

(θα έκανε είτε ∞ , είτε ∞ , είτε δεν θα υπήρχε) 

Αναγκαία λοιπόν θα πρέπει  
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12.Γ5 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα  1,2  
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Άρα από το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  1x 1,2  τέτοιο ώστε 

 1f x 0   (1) 

Ακόμη 

είναι συνεχής στο διάστημα  2,3  
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Άρα από το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  2x 2,3  τέτοιο ώστε 

 2f x 0   (2) 



       1 2, f x1 x2 f   και άρα η f δεν είναι 1  1 
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α)   Έχουμε ότι  
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Οπότε 
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β)      
 
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Άρα 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [1 , 8] 
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Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , η εξίσωση  f x 7  έχει μία 

τουλάχιστον λύση στο  1,8  

12.Γ7 

Θεωρούμε την συνάρτηση f : R R  με   3 2f x αx βx γx δ     

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [ 1 , 0] , ως πολυωνυμική  
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   f 1 f 0 0    

Άρα από το θεώρημα Bolzano η συνάρτηση f , άρα και η εξίσωση 
3 2αx βx γx δ 0     έχει τουλάχιστο μία ρίζα στο διάστημα ( 1 , 0) 

Επίσης , η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [ , 1] , ως πολυωνυμική 
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3 2
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Οπότε , από το θεώρημα Bolzano , η συνάρτηση f , άρα και η εξίσωση 
3 2αx βx γx δ 0    , έχει τουλάχιστο μία ρίζα στο διάστημα (0 , 1) 

Επομένως η εξίσωση 
3 2αx βx γx δ 0     , έχει τουλάχιστον δύο ρίζες στο 

διάστημα  1,1  , μία στο διάστημα ( 1 , 0) και μία διάστημα (0 , 1) 

12.Γ8 

α)   Επειδή η γραφική παράσταση της f διέρχεται από τα σημεία  Α 1,5  και  Β 4,2  

θα είναι  f 1 5  και  f 4 2 . Παρατηρούμε ότι 1 4   και    f 1 f 4  οπότε η 

f αποκλείεται να είναι γνησίως αύξουσα. Και επειδή η f είναι γνησίως μονότονη 

συμπεραίνουμε ότι υποχρεωτικά θα είναι γνησίως φθίνουσα  

β)   Επειδή η f είναι γνησίως μονότονη θα είναι και 1 1. Έχουμε 
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    
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
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4 6
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2
4 6

Δ 36 x
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γ)   Έχουμε 

  
 

      
f 1 5 f:

1 1 1f f 4x 10 3 5 f f 4x 10 3 f 1 f 4x 10 3 1
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        
 f 4 2f:
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4x 10 2 4x 12 x 3        

12.Γ9 

α)      
x 1

3 2 4 2 3 2 4 22x x 1 f x x x 2x 2 1 1 1 f 1 1 1 2 1


                 

   0 f 1 0 f 1 0      

β)   i)   Για x 1  έχουμε 

 
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 





3 2

4 2

ρίζα τοx 1
2x x 1:

παραγοντοποίηση με Horner

ρίζα τοx 1
x x 2x:3 2 4 2 παραγοντοποίηση με Hornerf x2x x 1 x x 2x

x 1 x 1 x 1


 


 

   
   

  
 

 x 1


 22x x 1

x 1

 



   x 1f x

x 1


 



 3 2x x 2x

x 1

 


  



 

   

 

2 3 2

x 1 x 1

lim 2x x 1 lim x x 2x 4

(κριτήριοπαρεμβολής)
2 3 2

x 1

f x f x
2x x 1 x x 2x lim 4

x 1 x 1

  



     


        

 
  (1) 

ii)   Για x 1  έχουμε 

 
διαιρούμεμε x 1 0

3 2 4 22x x 1 f x x x 2x
 

        

 





3 2

4 2

ρίζα τοx 1
2x x 1:

παραγοντοποίηση με Horner

ρίζα τοx 1
x x 2x:3 2 4 2 παραγοντοποίηση με Hornerf x2x x 1 x x 2x

x 1 x 1 x 1


 


 

   
   

  
 

 x 1


 22x x 1

x 1

 



   x 1f x

x 1


 



 3 2x x 2x

x 1

 


  

 

   

 

2 3 2

x 1 x 1

lim 2x x 1 lim x x 2x 4

κριτήριοπαρεμβολής
2 3 2

x 1

f x f x
2x x 1 x x 2x lim 4

x 1 x 1

  



     


        

 
  (2) 

(1) , (2)
 

x 1

f x
lim 4

x 1
 


  

γ)   
 

 

 

 

 

 

θέτουμε y x 1
όταν x 1 y 0

x 1 y 0

ερώτημαβ)

x 1

ημ x 1 ημy
lim lim 1

x 1 y

f x
lim 4

x 1

x 1 x 1

f x
f x 4x 1lim lim 4

ημ x 1ημ x 1 1

x 1

 
  

 




 






 

  




 

δ)   Είναι    3 2 4 2

x x
lim 2x x 1 lim x x 2x
 

        

Οπότε όταν x  είναι 
3 22x x 1 0    και 

4 2x x 2x 0    άρα προφανώς 

και  f x 0 . Οπότε 

 3 2 4 22x x 1 f x x x 2x        

   

2 3 2x x

1 1
lim lim 0

2x x 1 x x 2x

κριτήριοπαρεμβολής

3 2 4 2 x

1 1 1 1
lim 0

2x x 1 f x x x 2x f x

 
 

   


   

   
   (3) 

Έτσι 

 

     

   

 

 

x

3

x

1 1
lim lim 0

f x f x

f x 0 κριτήριοπαρεμβολής

x

1 συνx 1 συνx
1 συνx 1 lim 0

f x f x f x f x

 
  




           

12.Γ10 

α)   i)            
θέτουμε x 3

f f x 3x 4 f f 3 3 3 4 f f 3 5


         

ii)            
θέτουμε x 5

f f x 3x 4 f f 5 3 5 4 f f 5 11


         

β)   i)            
  fof x 3x 4

1 2 1 2 1f x f x f f x f f x 3x 4
 

     23x 4     



 

1 2 1 23x 3x x x     

Άρα η f είναι 1  1 

ii)      
 

     
  11 f f x xθέτουμε όπου x το f x

1 1f f x 3x 4 f f f x 3 f x 4

 

         

         
 1 1 1 f x 4

f x 3 f x 4 f x 4 3 f x f x
3

   
           

γ)      

  
 

     

      

θέτουμε όπου x το f x

1

f f x 3x 4 f f f x 3f x 4

f f 5 11 f 5 f 11
13f x 4 f 11



    

  
    

        
  

     
f f 3 5f:1 1 f:1 1

f f f x f 5 f f x 5 f f x f f 3
 

        

   
f :1 1

f x f 3 x 3


     

12.Γ11 

Θέτουμε  
   

 2

x 2 f x
h x

ημ x 4 x 1 1




   
  οπότε  

x 2

2
limh x

9
  (1)  και ακόμη 

 
   

 
       2

2

x 2 f x
h x h x ημ x 4 x 1 1 x 2 f x

ημ x 4 x 1 1


         
    

 

 
   2h x ημ x 4 x 1 1

f x
x 2

    
   


 

   
 

 
 2 x 1 1ημ x 4

f x h x h x
x 2 x 2

 
  

 
 

   
 

 
   

   

2 2

2

x 1 1 x 1 1ημ x 4 x 4
f x h x h x

x 4 x 2 x 2 x 1 1

     
      

    
 

   
   2

2

x 2ημ x 4
f x h x

x 4


   



 x 2

x 2




 

   

2
2x 1 1

h x
x 2 x 1 1

 
  

  
 

     
 

 
2

2

ημ x 4 x 2
f x h x x 2 h x

x 4

 
      

  x 2  x 1 1


 
 

     
   

 

2

2

ημ x 4 h x
f x h x x 2

x 4 x 1 1


     

  
  (2) 

Όμως 

 
2θέτουμε y x 4

όταν x 2 , y 02

2x 2 x 0

ημ x 4 ημy
lim lim 1

x 4 y

 
 



 


 


  (3) 

Οπότε 

       
   

 

   2 ,

2x 2 x 2 x 2

1 3ημ x 4 h x
limf x limh x x 2 lim

x 4 x 1 1
2

  


      

  
  



   
   

 
 

2

2x 2 x 2

2
ημ x 4 h x 2

limh x x 2 lim 2 2 1
x 4 9x 1 1 


        

  

9

2

8 1
1

9 9
    

12.Γ12 

Έχουμε ισοδύναμα    2f x 9 f x 3     ή  f x 3   

Τώρα 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [0 , 1]  

 

 
   

f 0 2
f 0 3 f 1

f 1 4

 
  

 

  

Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , υπάρχει  1x 0,1  τέτοιο ώστε 

 1f x 3   

Ομοίως 

Η συνάρτηση f  

είναι συνεχής στο διάστημα [1 , 2]  

 

 
   

f 1 4
f 2 3 f 1

f 2 4

 
   

  

   και    f 2 3 f 1   

Οπότε , από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών , υπάρχουν  1 2x ,x 1,2  τέτοια ώστε 

 2f x 3    και  3f x 3  

Οι αριθμοί 1 2x ,x  και 3x  είναι προφανώς ρίζες της εξίσωσης  2f x 9  , είναι 

διαφορετικοί μεταξύ τους και ανήκουν όλοι στο διάστημα  0,2   

12.Γ13 
Έχουμε 

       
 

 
f 0 0θέτουμε x 0

f 3x f 3x 3 f 0 f 3 f 3 0


       

 

   

1
θέτουμε x

3

f 3x f 3x 3 f 3



  
1

3
 f 3

 
 

 

1

3
    

 

 
f 4 0

3 f 1 f 4 f 1 0
 

     
 

 

Έτσι 

Η συνάρτηση f  

 

είναι συνεχής στο διάστημα  1,3  

 

 

 
   

f 1 0
f 1 f 3 0

f 3 0

 
  

 

  

 

Οπότε , σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano , υπάρχει  ξ 1,3   με  f ξ 0  

12.Γ14 
Θέτουμε  h : 0,3 R  με      2h x f x 3f x x     

 

Παρατηρούμε ότι 

Η συνάρτηση h  



είναι συνεχής στο διάστημα  0,3 , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

         

 
   

     

 
   

   
2 2

0 f x 3

f 0 0 και f 0 3 0
2

Αν y f 3 τότε

f 3 3f 3 3 y 3y 3 0 διότι Δ 3 0
2

h 0 f 0 3f 0 f 0 f 0 3 0
h 0 h 3 0

h 3 f 3 3f 3 3 0

  

  



       


       
  


    

 

Άρα από το θεώρημα Bolzano υπάρχει  ξ 0,3  τέτοιο ώστε 

     2h ξ 0 f ξ 3f ξ ξ     

12.Γ15 
α)   Θέτουμε  

h : R R  με    
2x 4x 12

h x f x
x 2

 
 


 

 

Παρατηρούμε ότι στο διάστημα  2,  είναι  h x 0   

 

Οπότε στο διάστημα  2,  έχουμε  

   
 

 
19

f 32 2

η h διατηρεί πρόσημο

h x 0

3 4 3 12 19 1
και αφού h 3 f 3 9 0

3 2

h : συνεχής

h

2

: δεν μηδενίζεται

2




 

 
  

  
      

 

   

   

2x 4x 12
h x f x 2 2x 2 x 4x 12 x 4x 12

f x 0 f x
x 2 x 2

 
 

    
    

 
 , για κάθε 

 x 2,    

 

Όμως 
2 2

x x x

x 4x 12 x
lim lim lim x

x 2 x  

 
   


 

Επομένως 

 
 

2

2 x

x

x 4x 12
f x

x 2
lim f x

x 4x 12
lim

x 2





 
 

  
   



 

 

β)   Θέτουμε  

g : R R  με    
22x 8

g x f x
x 2


 


 

 

Παρατηρούμε ότι στο διάστημα  ,2  είναι  g x 0   

 

Οπότε στο διάστημα  ,2  έχουμε  

   
 

 
2 f 1 5

η g διατηρεί πρόσημο

g x 0
2 1 8

κα

g : συνεχής

g : δεν μηδενίζετα

ι αφού g 1 f 1 5 6 1

ι

0
1 2




 

   
  

       

   

   

22x 8
g x f x 2 2x 2 2x 8 2x 8

f x 0 f x
x 2 x 2


 

  
    

 
  , για κάθε  x ,2    

 



Όμως 
2 2

x x x

2x 8 2x
lim lim lim 2x

x 2 x  


   


 

Επομένως 

 
 

2

2 x

x

2x 8
f x

x 2
lim f x

2x 8
lim

x 2






 

  
  



 

 

γ)   Η f είναι συνεχής στο R οπότε είναι συνεχής και στο 
ox 2  οπότε θα ισχύει 

       
x 2 x 2 x 2
limf x lim f x lim f x f 2

   
     

Στο α) ερώτημα είδαμε ότι για κάθε x 2  είναι 

   

   

  

x 2x 2

2

lim f x lim f x

2 2 x 4x 12 x 2 x 6

x 2 x 2

x 4x 12 x 4x 12
f x lim f x lim

x 2 x 2

 

 



    

 

   
   

 
 

 
 

x 2 x 2

x 2
limf x lim

 


 

 x 6

x 2




     

x 2 x 2x 2
limf x lim x 6 limf x 8

 
       (1)  

 

Ακόμη στο β) ερώτημα είδαμε ότι για κάθε x 2  είναι  

 

   

   
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