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31.28       1)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 1,1 R   με   2

x
f x

1 x



 

 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,1  με  
   

2 2

2 2
2 2

1 x x 2x 1 x
f x 0

1 x 1 x

   
   

 
 , για κάθε 

 x 1,1   οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,1  

 

Έτσι έχουμε 

 

         
f 1 1 1 1

1 x 1 f 1 f x f 1 f x f x
1 1 1 1 2 2


            

 

[

  

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x 1,1    και άρα 

 

   
1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
f x dx f x dx dx

2 2 2 2  
           

 

   
1 1

2 21 1

1 x 1 x
1 1 dx 1 1 1 dx 1

2 1 x 2 1 x 
                   

31.28       2)       

 

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 1,3 R  με    f x x 2 x   

 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,3  με 

 
 

2

x 2 x 1x 2 2 x x 2 3x 2
f x x 0

2 x 2 x x x

    
        , για κάθε  x 1,3   

 

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,3  

 

Έτσι έχουμε 

 

             
f

1 x 3 f 1 f x f 3 1 2 1 f x 3 2 3 1 f x 3            
[

  

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x 1,3   και άρα 

 

   
3 3 3

1 1 1
1 f x 3 1dx f x dx 3dx           

 

       
3 3

1 1
1 3 1 x 2 xdx 3 3 1 2 x 2 xdx 2 3            

31.28       3)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : e,2e R  με  
ln x

f x
x

  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  e,2e  με  

1

x
f x 

x

2 2

ln x
1 ln x

0
x x




   , για κάθε 

 x e,2e   

 



οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  e,2e  

 

Έτσι έχουμε 

 

       
f ln2e ln2 lne 1 ln2ln e ln 2e

e x 2e f e f x f 2e f x
e 2e

   

        
2

  

 
1 1 ln 2

f x
e 2e


    

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x e,2e   και άρα 

 

   
2e 2e 2e

e e e

1 ln 2 1 1 ln 2 1
f x dx f x dx dx

2e e 2e e

 
         

 

   
2e 2e

e e

1 ln 2 ln x 1 1 ln 2 ln x
2e e dx 2e e dx 1

2e x e 2 x

 
          

31.28       4)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 1,3 R  με  
x

3

e
f x

x
  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,3  με  
 2 x3 x 2 x

6 6

x e x 3x e 3x e
f x 0

x x


     , για 

κάθε  x 1,3   

 

οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,3  

 

Έτσι έχουμε 

 

         
1 3 3f

3 3

e e e
1 x 3 f 1 f x f 3 f x f x e

1 3 27
          

2

  

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x 1,3   και άρα 

 

   
3 3

3 3 3

1 1 1

e e
f x e dx f x dx edx

27 27
         

 

   
3 x 3 x

3 3

3 31 1

e e 2e e
3 1 dx e 3 1 dx 2e

27 x 27 x
          

31.28       5)       

Θεωρούμε την συνάρτηση 
1

f : ,1 R
2e

 
 

 
 με   xf x x  

Είναι  
xx lnx xlnxf x x e e    . Οπότε η f είναι παραγωγίσιμη στο 

1
,1

2e

 
 
 

 με 

     xln x xln xf x e x ln x e ln x 1     , για κάθε 
1

x ,1
2e

 
 
 

  

 

Έχουμε    xln x 1
f x 0 e ln x 1 0 ln x 1 0 ln x 1 x

e
              

 

Έτσι η f   μηδενίζεται στο o

1
x

e
  με 

1
1

e
e

1 1
f e

e e

   
    

   
 

 



Τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα μονοτονίας 

 

 

 

 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο o

1
x

e
  

και  

 

 

για κάθε 
1

x ,1
2e

 
 
 

 είναι    
1

e
1

f x f f x e
e

 
   

 
  

 

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x e,2e   και άρα 

 

     
1 1

1 1
e e

1 1

2e 2e

1
f x f f x e f x dx e dx

e

  
      

 
   

 
1

1
x e

1

2e

1
x dx e 1

2e

  
    

 
  

31.28       6)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 1,5 R  με  
2

x 1

xf x e



  

Οπότε η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,5  με 

 
 2 2 2

x 1 x 1 x 12 2 2

x x x
2 4 4

1 x 2x x 1x 1 x 2x 2x
f x e e e

x x x

        
       

 
  

2 2

x 1 x 12

x x
4

xx 2x
e e

x

 
 

   
 

4

x 2

x

 2

3

x 1

x
3

x 2
e

x


 

   , για κάθε  x 1,5   

 

Έχουμε   3

x 2
f x 0 0

x

 
     x 2  

 

Έτσι η f   μηδενίζεται στο ox 2  με  
2

2 1 1

42 4f 2 e e e



    

 

Τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα μονοτονίας 

 

 

 

 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο ox 2  

και  

 

 

για κάθε  x 1,5  είναι       4f x f 2 f x e     



 

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x 1,5   και άρα 

 

       
5 5

4 4

1 1
f x f 2 f x e f x dx edx        

 

     
5 5

4 4

1 1
f x dx e 5 1 f x dx 4 e       

31.28       7)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 2,e R  με  
x

f x
ln x

  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  2,e  με   2

ln x 1
f x 0

ln x


    , για κάθε  x 2,e   

 

οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  2,e  

 

Έτσι έχουμε 

 

         
f 2 e 2

2 x e f 2 f x f e f x e f x
ln 2 ln e ln 2

          
2

  

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x e,2e   και άρα 

 

   
e e e

2 2 2

2 2
e f x edx f x dx dx

ln 2 ln 2
         

 

     
 e 2 0e

2

e e 22
e e 2 f x dx e 2

ln 2

  
      e 2

 
 

e

2

2
e 2

1 ln 2f x dx
e 2



 
  e 2

  

 
e

2

1 2
e f x dx

e 2 ln 2
  

   

31.28       8)       

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 2,3 R   με    x 2f x e x 3   

Οπότε η f είναι παραγωγίσιμη στο  2,3  με 

     x 2 x x 2f x e x 3 e 2x e x 2x 3          

  

1

2
1,2

2

2 4
x 1

2
2 16 2 4

x 2x 3: Δ 4 12 16 , x
2 1 2

2 4
x 3

2
xe x 1 x 3

 
 

   
       


 

 

    ,  

για κάθε  x 2,3    

 

Έχουμε  
 

xe 0
x 2,3 x 3 0

f x 0 x 1 0 x 1


    

        

 

Έτσι η f   μηδενίζεται στο ox 1  με    1 2f 1 e 1 3 2e     

 

Τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα μονοτονίας 

 

 

 



 

 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
ox 1  

και  

 

 

για κάθε  x 2,3   είναι      f x f 1 f x 2e      

 

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x 2,3    και άρα 

 

       
3 3

2 2
f x f 1 f x 2e f x dx 2edx

 
          

 

     
3 3

2 2
f x dx 2e 3 2 f x dx 10e

 
            

31.28       9)       

Αν α β  , η σχέση ισχύει ως ισότητα 

 

Έστω α β . Τότε  

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : α,β R  με   x

1
f x

e
  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  α,β  με   xf x e 0     , για κάθε  x α,β   

 

οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  α,β  

 

Έτσι έχουμε 

 

         
f

α β β α

1 1 1 1
α x β f α f x f β f x f x

e e e e
             

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε  x α,β   και άρα 

 

   
β β β

β α β αα α α

1 1 1 1
f x dx f x dx dx

e e e e
         

 

 
β

β αα

β α β α
f x dx

e e

 
    

 

Ομοίως αν α β   

 

31.28       10)       

Θεωρούμε την συνάρτηση 
1

f : ,2 R
2

 
 

 
 , με  

x

x

e
f x

x
  

 

Είναι    
x

x x
x 1 ln xx x ln x

x ln xln x

e e
f x e e

ee

     

 



Οπότε η f είναι παραγωγίσιμη στο 
1

,2
2

 
 
 

 με 

           x 1 ln x x 1 ln x x 1 ln x1
f x e x 1 ln x e 1 ln x x e 1 ln x 1

x

                
 

 

 x 1 lnx
e ln x


  , για κάθε 

1
x ,2

2

 
 
 

 

 

Έχουμε  f x 0 ln x 0 x 1       

 

Έτσι η f   μηδενίζεται στο 
ox 1  με  

1

1

e
f 1 e

1
   

 

Στα άκρα του διαστήματος 
1

,2
2

 
 
 

 η f παίρνει τιμές 

1

2

1

2

1 e e
f 2e

12
1

2
2

 
   

 
 
 
 

     και      
2 2

2

e e
f 2

2 4
   

 

 

Τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα μονοτονίας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο ox 1  

ίσο με e και  ολικό ελάχιστο στο ox 2  ίσο με 
2e

4
 (είναι 

2e
2e

4
 ) 

 

Οπότε για κάθε 
1

x ,2
2

 
 
 

 είναι  

 

   
2 2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

e e
f x e dx f x dx edx

4 4
         

 

 
2

2

1

2

e 1 1
2 f x dx e 2

4 2 2

   
        

   
  

 

 
2

2

1

2

3e 3e
f x dx

8 2
    
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Θεωρούμε την συνάρτηση 
π

f : 0, R
2

 
 

 
 με  

2

1
f x

3 ημ x



 



Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
π

0,
2

 
 
 

 με 

  2
2

1 2
f x

3 ημ x


   



ημx συνx

2


32 2

ημx συνx
0

3 ημ x 3 ημ x


 

 

 , για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

  

 

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
π

0,
2

 
 
 

 

 

Έτσι έχουμε 

 

   
f

2
2

π 1 1 1 1
0 x f x f x

2 π 3 23 ημ 0
3 ημ

2

        




  

 

   
1 1 3 2

f x f x
3 33 2

       

 

 

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε 
π

x 0,
2

 
 
 

  και άρα 

 

   
π π π

2 2 2

0 0 0

3 2 3 2
f x dx f x dx dx

3 2 3 2
         

 

   
π π

2 2

0 0

3 π 2 π π 3 π 2
0 f x dx 0 f x dx

3 2 2 2 6 4

   
          

   
   
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Θεωρούμε την συνάρτηση  f : 0, π R  με  
2

1
f x

3 2ημ x



 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, π  με   2 2

4ημx συνx
f x

(3 2ημ x)


  


 , για κάθε  x 0,π   

 

Έχουμε  f x 0 ημx συνx 0 x 0        ή 
π

x
2

   ή x π  

 

Έτσι η f   μηδενίζεται  

στο ox 0  με   2

1 1
f 0

3 2ημ 0 3
 


 

στο o

π
x

2
  με 

2

π 1 1
f

π2 5
3 2ημ

2

 
  

  

 

στο ox π  με   2

1 1
f π

3 2ημ π 3
 


 

Τα πρόσημα της  f   (εξαρτώνται μόνο από το συνx  διότι είναι ημx 0  για κάθε 

 x 0,π ) , η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

μονοτονίας 

 

 

 

 

 

 



 

 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 
ox 0  

και στο 
ox π  ίσο με 

1

3
 και  ολικό ελάχιστο στο o

π
x

2
  ίσο με 

1

5
 

 

Οπότε για κάθε  x 0,π  είναι  

 

   
π π π

0 0 0

1 1 1 1
f x dx f x dx dx

5 3 5 3
         

 

       
π π

0 0

1 1 π π
π 0 f x dx π 0 f x dx

5 3 5 3
          

 


