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Άρα 

 
4 4 4 4

1 22 2 2 2

2 1 1 1 1
dx dx dx dx

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
      

         

 



4 4

2 2
ln x 1 ln x 1            

 

ln 4 1 ln 2 1      ln 4 1 ln 2 1      

 

9
ln3 ln5 ln3 ln

5
     

 

Επομένως 1

9
ln

5
    (2) 

 

Τελικά έχουμε 

 

   
9

, 2 n
5

1 2 l     

31.21       9)       

Κάνουμε την διαίρεση των πολυωνύμων   

 
3

3

x x

x





2x 1

x x

2x




 

 

Οπότε  3 2x x x x 1 2x     

 

Άρα αν Ι είναι το ζητούμενο ολοκλήρωμα έχουμε 

 

 23
4 4

2 22 2

x x 1 2xx x
dx dx

x 1 x 1

 
     

    

 

 2x x 1
  

2x 1

4 4

22 2

2x
dx dx

x 1
 

   

 
4

2
4

2

2
2

x
ln x 1 8 2 ln15 ln3 I 6 ln5

2

 
                 

 
    

31.21       10)       

Aν Ι είναι το ζητούμενο ολοκλήρωμα έχουμε 

 

 
3 3 2

3 3

2 22 2

x 1 x 3x 3x 1
I dx I dx

x x x x

   
  

    

 

 

Έτσι κάνουμε την διαίρεση των πολυωνύμων   

 
3 2

3

x 3x 3x 1

x

  

 2

2

x

4x



2

3x 1

4x

 



2x x

x 4

4x

7x 1









 



 

Οπότε   3 2 2x 3x 3x 1 x 4 x x 7x 1         

 

και άρα 

   23 2
3 3

2 22 2

x 4 x x 7x 1x 3x 3x 1
I dx dx

x x x x

     
    

    

 

   2x 4 x x 
  

2x x

3 3

22 2

7x 1
dx dx

x x


 

   

 
3

2
3 3

2 22 2
2

x 7x 1 13 7x 1
4x dx dx

2 x x 2 x x

   
         

  
     (1) 

 

Τώρα θα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 
3

1 22

7x 1
dx

x x


 

  

 

Είναι 
 2

7x 1 7x 1

x x x x 1

 


 
 

 

Οπότε θα πρέπει να βρούμε τα Α και Β ώστε 
 
7x 1 A B

x x 1 x x 1


 

 
 

 

Έχουμε 

 

 
7x 1 A B

x x 1 x x 1


  

 
 

 

 x x 1 
 

7x 1

x x 1




x  

A
x 1

x
  x x 1 

B

x 1
 

 

 7x 1 A x 1 Bx 7x 1 Ax A Bx            

 

 
λύνουμε το σύστημαA B 7 A 1

7x 1 A B x
A 1 B 8

    
      

   
 

 

Οπότε 
 
7x 1 1 8

x x 1 x x 1


  

 
 

 

Άρα 

 
3 3 3 3

1 1 22 2 2 2

7x 1 1 8 1 1
dx dx dx 8 dx

x x x x 1 x x 1


          

       

 
3 3

2 2
ln x 8 ln x 1            

 

ln 3 ln 2 8 ln 3 1 ln 2 1          

 

ln3 ln2 8ln2 ln3 9ln2        

 

Επομένως 1 9ln2 ln3     (2) 

 



Τελικά έχουμε 

 

   
13

, 9ln2 ln3
2

1 2       

 


