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α)   Πρέπει   2x 1 0   , ισχύει για κάθε  x R . 

H   f  είναι παραγωγίσιμη στο  R  με : 
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Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα  

 

( Ειδικότερα ,   f x 0    για κάθε  x R   αφού   2x 1 x 0    για  

κάθε  x R .  Πράγματι έστω : 
2 2i) x 0 και x 1 x 0 x 1 x         

Άτοπο αφού  2x 1 0 και x 0     

2 2ii) x 0 και x 1 x 0 x 1 x 0           
2 2x 1 x 1 0        άτοπο ) 
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Άρα  αρκεί να αποδείξουμε  ότι η εξίσωση  
3x x 1 0    έχει 

 

μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα   1,3  

 

Έστω      3g x x x 1 , x 1,3     

Η  συνάρτηση  g  είναι συνεχής στο  1,3 , ως πολυωνυμική 
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Οπότε , σύμφωνα με το Θεώρημα  Bolzano , η εξίσωση  

   3g x 0 x x 1 0      έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα   1 , 3 .  

Άρα  και η αρχική  ( ισοδύναμη ) εξίσωση έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  

διάστημα  1 , 3  

 

γ)   Η  συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   1,2  

Είναι παραγωγίσιμη στο   1 , 2  

Οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής , υπάρχει   1ξ 1 , 2  

τέτοιο ώστε :   
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Η  συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   2 ,3  

Είναι παραγωγίσιμη στο   2,3  

Οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής , υπάρχει   2ξ 2,3  

τέτοιο ώστε :   
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Η  συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   1,3  

Είναι παραγωγίσιμη στο   1,3  

Οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής , υπάρχει   ξ 1,3  

τέτοιο ώστε :   
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Άρα  υπάρχουν        1 2ξ 1,2 , ξ 2,3 , ξ 1,3     τέτοια ώστε :   
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