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α)   i)   Έστω  g x ln x  , x 0  

Η g  είναι γνησίως αύξουσα , παραγωγίσιμη με   
1

g x
x

   

Η συνάρτηση g 

είναι συνεχής στο  x,x 1  

είναι παραγωγίσιμη στο  x,x 1  

Οπότε σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής , υπάρχει  ξ x,x 1   

τέτοιο ώστε  
   

 
g x 1 g x 1

g ξ ln x 1 ln x
x 1 x ξ

 
     

 
 

Όμως  
1 1 1

ξ x 0 ln x 1 ln x
ξ x x

         για κάθε x 0  

 

ii)   Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με: 

     
x x 1 x 1

f x ln x 1 ln x ln x 1 ln x 1
x 1 x x 1 x


            

 
 

 
1 1

ln x 1 ln x
x x 1

    


 

Για κάθε x 0  δείξαμε ότι  
1

ln x 1 ln x 0
x

     και 
1

0
x 1





 

Άρα  f x 0   για κάθε x 0  , δηλαδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 

 0,  

 

β)   
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
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 , αφού 
x

1
lim 0

x
  

 

γ)   Η εξίσωση γράφεται : 

     
α α 1α 1 α αln α 1 α 1 ln α        

     αln α 1 α 1 lnα 0 f α 0        

Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  0,  , άρα έχει σύνολο τιμών το  

    
x x 0
lim f x , lim f x

 
 , όπου : 

      
x x
lim f x lim x ln x 1 x 1 ln x
 

       

   
x
lim x ln x 1 ln x ln x


      

x

x 1
lim x ln ln x
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x
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 1      



 

       
x 0 x 0
lim f x lim x ln x 1 x 1 ln x 0 ln1 1

  
               

 

Άρα η f έχει σύνολο τιμών το R , οπότε έχει τουλάχιστον μία ρίζα α. 

 

Όμως η f είναι γνησίως φθίνουσα και 1 1  , άρα η ρίζα αυτή είναι μοναδική. 

 


