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28.Γ1 
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28.Γ2 

α)   Η f , έχει πεδίο ορισμού το  ,3  και είναι παραγωγίσιμη σ΄ αυτό με 

      2 2f x 3x 3 3 x 1 3 x 1 x 1         

Η f μηδενίζεται στο ox 1   με      
3

f 1 1 3 1 1 1         

                     και στο ox 1  με   3f 1 1 3 1 1 3       

 

Ακόμη    3

x x
lim f x lim x
 

      και   3f 3 3 3 3 1 17       

 

Τα πρόσημα της  f  , η μονοτονία τα ακρότατα της f καθώς και τα όρια της και οι 

τιμές της στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού φαίνονται στον 

παρακάτω πίνακα  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οπότε  

στο διάστημα  1A , 1    η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα άρα 

       1
x

f A lim f x ,f 1 ,1


   


 

στο διάστημα  2A 1,1   η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα άρα 

       2f A f 1 ,f 1 3,1       

στο διάστημα  3A 1,3  η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα άρα 

       3f A f 1 ,f 3 3,17      

Επομένως το σύνολο τιμών της f είναι το  

         1 2 3f A f A f A f A ,17      



 

β)   iv (τρεις ρίζες μία σε κάθε διάστημα) 

28.Γ3 

α)   Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  e,  ως πηλίκο παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με  

1

x
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
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Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  e,  και προφανώς δεν έχει ακρότατα 

 

 

β)      
αβ 0f ln α lnβ

e α β f α f β α
α β



      
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β
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28.Γ4 

α)   Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως πράξεις παραγωγισίμων 

συναρτήσεων και 

 

           
παραγωγίζουμε

g x f 3x 3f x g x 3f 3x 3f x         

 

     
   

 

f:κυρτή f [

για x 0 3x x f 3x f x

g x 3 f 3x f x g x 0



     

           

 

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  

 

β)   Για κάθε x 0  έχουμε 

               
g

x 0 g x g 0 f 3x 3f x f 3 0 3f 0 f 3x 3f x 0           
[

  

 

   
 

 
f 3x

f 3x 3f x f x
3

     

28.Γ5 

α)   Θεωρούμε την συνάρτηση h με     xh x f x e συνx   . Η h είναι παραγωγίσιμη 

στο R , με     xh x f x e ημx     (1) 

Παρατηρούμε ότι      x xf x e x f x e x 0 h x 0         για 

κάθε x R  

Ακόμη    
 f 0 2

0h 0 f 0 e συν0 0


     

Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

     0
1

h 0 0 f 0 e ημ0 0 f 0 1 0 f 0 1               

 

β)   Για να βρούμε την ζητούμενη εφαπτόμενη θα χρειαστεί να βρούμε το  g 1  και το 

 g 1   

 



Έχουμε 

           
 
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ί x 1

2 2g x f x 1 2x 3 g x 2xf x 1 2
  

         
 

 

   
 

 
f 0 1

g 1 2f 0 2 g 1 4
 

      
 

 

Οπότε η εφαπτομένη της gC  , στο σημείο της   1,g 1  θα έχει εξίσωση 

    

 
 

 

g 1 7

g 1 4
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
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28.Γ6 
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o o
o

h 0

o o
o

h 0

f x 4h f x
lim 4f x ( )

h

f x 3h

επεξήγηση 1

επεξήγηση 2
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επεξήγηση 1 

       
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4
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o o o o
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επεξήγηση 2 

       
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28.Γ7 
α)   Επειδή οι ευθείες y 2   και y αx  , α 0 είναι ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης της f θα είναι 

 

 

 

x

x

lim f x 2

και

f x
lim α

x






 




 


     (1)          ή             

 

 

x

x

f x
lim α

x

και

lim f x 2










  



         (2) 

 

 

Όμως  

επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα (αφού  f x 0   για κάθε x R ) και  f 2 1  

είναι αδύνατο να ισχύει  
x
lim f x 2


   και άρα οι σχέσεις (2) δεν μπορούν να 

ισχύουν 

Άρα σίγουρα ισχύει ότι    
x
lim f x 2


    και 
 

x

f x
lim α

x
  

 

Ψάχνουμε τώρα τις ασύμπτωτες της g. Επειδή η g είναι ορισμένη και συνεχής στο 

R ως πράξεις συνεχών δεν θα έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. Έτσι ψάχνουμε 

μόνο για οριζόντιες και πλάγιες 

 

Στο    

 
 

 

   

 

x
lim f x 2

22x x

10f x 10 2 20
lim g x lim 4

1 f x 51 2




 


     

  
 

Άρα η ευθεία y 4   είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο   

 

Στο    

 

 

 

 

 

 
x

2 2x x

f x
lim α

x

10 1
lim lim 0

διαιρούμεμε x x x2

2 2 2x x x

2 2 2 2

10f x f x10
0 αx x xlim g x lim lim 0

f x f x 0 α1 1

x x x x



 



 

  




   


 

 

Άρα η ευθεία y 0  είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο   

 

 

β)    
         

 

2

2

f x 1 f x f x 2f x f x
g x 10

1 f x

      


 

 

         

 

     

 

2 2 2

2 2

f x f x f x 2f x f x f x f x f x
10 10

1 f x 1 f x

      
    

 
 

 

   

 

     

 

 

 

f 1 1

2
f 2 1

2 2

f x 1 f x f x 1 f x 1 f x
10 10

1 f x 1 f x



                 
 

 

 

         

 2

f x f 2 f x f x f 1
10

1 f x

        


 

 



Προφανώς η g  μηδενίζεται για x 1    και για x 2 . Επειδή  f x 0   

η f είναι γνησίως αύξουσα τα πρόσημα της g φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ)   i)   Έχουμε ότι  
x
lim g x 4


    ,  
x
lim g x 0


  

 Ακόμη 

 
 

 

 f 1 1

2

10f 1 10
g 1 5

1 f 1 2

  
   


 

 

 
 

 

 f 2 1

2

10f 2 10
g 2 5

1 f 2 2



  


 

Έτσι συμπληρώνουμε τον πίνακα του ερωτήματος β) ως εξής 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Οπότε  

στο διάστημα  1A ,1   η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα άρα 

       1
x

g A g 1 , lim g x 5, 4


   


 

στο διάστημα  2A 1,2  η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα άρα 

       2g A g 1 ,g 2 5,5      

στο διάστημα  3A 2,   η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα άρα 

       1
x

g A lim g x ,g 2 0,5


 


 

Επομένως το σύνολο τιμών της f είναι το  

         1 2 3f A f A f A g Α 5,5      

 

ii)   Θέτοντας  y g x  η εξίσωση    2g x g x 6 0    γίνεται 

1

2

1,2

2

y 3
1 5

y y 6 0 Δ 25 , y
2

y 2




      

 

  

 

 

άρα      2g x g x 6 0 g x 3      ή  g x 2    

 



Μένει να βρούμε πόσες ρίζες έχει η εξίσωση  g x 3  και πόσες η εξίσωση 

 g x 2   

 

Από τον πίνακα του προηγούμενου ερωτήματος βλέπουμε ότι η εξίσωση 

 g x 3  έχει 2 ρίζες (μία στο διάστημα  1,2  και μία στο διάστημα 

 2,   ενώ η εξίσωση  g x 2   έχει μία ρίζα (στο διάστημα  1,2 ). 

Άρα τελικά η εξίσωση    2g x g x 6 0    έχει τρείς ακριβώς ρίζες 

28.Γ8 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  α,β  με  f α 1  και  f β 3  , σύμφωνα με το 

θεώρημα ενδιαμέσων τιμών θα υπάρχει  γ α,β   με  f γ 2 .  

Οπότε  

 

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα [α , γ] 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (α , γ)  

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ξ1  (α , γ) , τέτοιο ώστε  

 
   

 
 

 

f α 1

f γ 2

1 1

f γ f α 1
f ξ f ξ

γ α γ α




   

 
  (1) 

 

Ομοίως 

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα [γ , β] 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (γ , β)  

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ξ2  (γ , β) , τέτοιο ώστε  

 
   

 
 

 

f β 1

f γ 2

2 2

f β f γ 1
f ξ f ξ

β γ β γ




   

 
  (2) 

 

Επομένως υπάρχουν  1 2ξ ,ξ α,β  τέτοια ώστε  

   

   1 2,

1 2

1 1
γ

f ξ f ξ
 

 
α β γ   β α   

28.Γ9 
H συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το R και είναι παραγωγίσιμη με 

 
   2 2

2

2αx x β 2x αx β 1
f x

x β

   
  


 

 

32αx


32αβx 2αx 

 

 

 
2 2

2 2

2x αβ β 12βx 2x

x β x β

  


 
 

 

Η f   μηδενίζεται για x 0  και  
2β 1

f 0
β


   

Ακόμη  

 
2 2

2 2x x x

αx β 1 αx
lim f x lim lim α

x β x  

 
  


 



 
2 2

2 2x x x

αx β 1 αx
lim f x lim lim α

x β x  

 
  


 

 

Τώρα 

 

Είναι αβ β 1 0    διότι αν ήταν αβ β 1 0    θα ήταν και  f x 0   για κάθε 

x R  και άρα η f θα ήταν σταθερή και προφανώς δεν θα είχε σύνολο τιμών το  2,7  

 

Ακόμη αν είναι αβ β 1 0    τότε τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και τα ακρότατα 

της f καθώς και τα όρια της στα άκρα του πεδίου ορισμού της θα ήταν όπως στον 

παρακάτω πίνακα  

 

 

 

 

 

 

 

 

Τότε όμως το σύνολο τιμών της f θα ήταν το  α,f 0   άτοπο 

 

Άρα υποχρεωτικά θα είναι αβ β 1 0    οπότε τα πρόσημα της  f   , η μονοτονία και 

τα ακρότατα της f καθώς και τα όρια της στα άκρα του πεδίου ορισμού της θα είναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με βάση τον παραπάνω πίνακα το σύνολο τιμών της f είναι   f 0 ,α . Οπότε 

προκειμένου η f να έχει σύνολο τιμών το  2,7  θα πρέπει 

 

 
 

2β 1
f 0

2β
2 2β 1

f 0 2 2 β 1 2β β 2β 1 0 β 1 0 δεκτή
β

α 7




             





 

28.Γ10 

α)   Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  e ,   με   2

1 ln x
f x

x


   για κάθε 

 x e ,  . Παρατηρούμε ότι για κάθε  x e ,   είναι 

 x e ln x lne ln x 1 1 ln x 0 f x 0           , που σημαίνει ότι η f 

είναι γνησίως αύξουσα στο  e ,   

 

β)   Έχουμε ισοδύναμα 



π π

1821 18211821 1821 1821
π 1 ln π ln 1 1821ln π π ln 1

π π π

     
             
     

 

 

 
π 1821

1821ln π πln 1821ln π π ln π 1821 ln π
π


          

 

   1821ln π πln π 1821 πln π 1821ln π πln π πln π 1821          

 

   
 ln π 1821ln π

π 1821 ln π π ln π 1821
π π 1821


        


 

 

   
f

f π f π 1821 π π 1821     
2

  που προφανώς ισχύει 

28.Γ11 

Θεωρούμε την συνάρτηση h με   2h x x 2ημx    , x 0 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  h x 2x 2συνx     (1)  

Θεωρούμε τώρα την συνάρτηση g με  g x 2x 2συνx   , x 0 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με    g x 2 ημx g x 0      για κάθε x  

οπότε η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . Άρα 

   
g

x 0 g x g 0 2x 2συνx 2 0 2συν0 2x 2συνx 2           
[

 
 

 
1

2x 2συνx 0 h x 0     για κάθε x οπότε η h είναι γνησίως αύξουσα στο 

 0, . Άρα  

 

    2 2 2x 0 h x h 0 x 2ημx 0 2ημ0 x 2ημx 0           

 


	28.Γ

