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ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Θεωρία  (σελ. 194) 

 

Α2. Θεωρία  (σελ. 141) 

 

Α3.  α)   Σ 

β)   Σ 

γ)   Λ 

δ)   Σ 

 

Α4.  γ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Έχουμε 
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Ακόμη 
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Επειδή η f είναι συνεχής στο R , άρα και στο ox 1  , θα ισχύει 
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Β2.  i)   
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Γ ΛΥΚΕΙΟΥ ΜΕΡΟΣ Α 
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Β3.  Θεωρούμε την συνάρτηση h με     2xh x f x e   , για κάθε  x 0 ,1 . Τότε 

 

Η h είναι συνεχής στο διάστημα  0 ,1  , ως διαφορά συνεχών 
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άρα    h 0 h 1 0   

 

οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση 

     2x 2xh x 0 f x e 0 f x e       , έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 

διάστημα  (0,1) 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Η f είναι συνεχής στο διάστημα  1, 3   ,  
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f 1
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   και  f 3 2  

άρα    f 1 1 f 3   

οπότε σύμφωνα με το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  ox 1,3  τέτοιο 

ώστε  of x 1  

 

Γ2.  Στη σχέση            f f x 1 f f x f f x 3 f f x 2       θέτουμε όπου x το 

ox  του προηγούμενου ερωτήματος και έχουμε 
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Γ3.  Θεωρούμε την συνάρτηση h με        2h x f x f 1 f 2   , για κάθε  x 1, 2 . 

Τότε 

 

Η h είναι συνεχής στο διάστημα  1, 2  , ως διαφορά συνεχών και 
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Επειδή η f είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται , θα διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

Άρα οι αριθμοί  f 1  και  f 2  , θα είναι ομόσημοι άρα από την σχέση (1) θα 

ισχύει     h 1 h 2 0    (2) 

 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις 

 

α)  Αν        2h 1 0 f 1 f 1 f 2    οπότε υπάρχει ,  1x 1,2  ( 1x 1 ) με  
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β)  Αν        2h 2 0 f 2 f 1 f 2    οπότε υπάρχει ,  1x 1,2  ( 1x 2 ) με 

     2

1f x f 1 f 2   

 

γ)  Αν    h 1 0 και h 2 0   τότε  από (2) προκύπτει ότι    h 1 h 2 0   και 

επειδή η h είναι συνεχής στο  1,2   από το θεώρημα Bolzano προκύπτει ότι 

υπάρχει ,  1x 1,2  άρα και  1x 1,2  με        2

1 1h x 0 f x f 1 f 2     

 

Οπότε σε κάθε περίπτωση υπάρχει  1x 1,2   με      2

1f x f 1 f 2  

 

Ομοίως υπάρχει  2x 2,3   με      2

2f x f 3 f 4  

 

 

Γ4.  Επειδή                
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Όμως επειδή η f είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται , θα διατηρεί σταθερό 

πρόσημο. Άρα οι αριθμοί  1f x  και  2f x  , θα είναι ομόσημοι , οπότε θα 

ισχύει    1 2f x f x   με 1 2x x  (αφού  1x 1,2  και  2x 3,4 ). Άρα η f  δεν 

είναι 11 και άρα δεν αντιστρέφεται 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Στη σχέση     f x f x x f x    θέτουμε όπου x το 0 και έχουμε 

 

      f 0 f 0 0 f 0 f 0 0      

 

Άρα η εξίσωση  f x 0  έχει λύση την x 0  

 

Έστω ότι η εξίσωση  f x 0  έχει και άλλη λύση , την 1x 0 . Τότε 
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    άτοπο διότι 1x 0  

 

Άρα η εξίσωση f (x) 0 έχει μοναδική λύση την x0 
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Δ3.  Έστω f (1)  θ  0 

 

Επειδή η f έχει μοναδική ρίζα την x 0  συμπεραίνουμε ότι στο διάστημα 

 , 0  , δεν μηδενίζεται άρα στο διάστημα  , 0  η f θα διατηρεί σταθερό 

πρόσημο και επειδή f (1)  θ  0 , θα είναι  

 

f (x) 0 , για κάθε  x(∞,0)  

 

Όμως 

         
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   
θ 0

f θ 1 θ f θ 0


         άτοπο διότι  θ , 0    και άρα  f θ 0   

 

Άρα θα ισχύει  f 1 0   και επειδή  f 1 0   (αφού η εξίσωση       f (x) 0 

έχει μοναδική λύση την x0) , θα ισχύει  f 1 0   

 

 

Δ4.  Έστω f (1)  α  0 

Επειδή η f έχει μοναδική ρίζα την x 0  συμπεραίνουμε ότι στο διάστημα 

 0 ,   , δεν μηδενίζεται άρα στο διάστημα  0 ,   η f θα διατηρεί σταθερό 

πρόσημο και επειδή f (1)  α  0 , θα είναι  

 

f (x) 0 , για κάθε  x(0,∞)  

 

Όμως 

         
 f 1 αθέτουμε όπου x το 1

f x f x x f x f 1 f 1 1 f 1


         

 

   
α 0

f α 1 α f α 0


      άτοπο διότι  α , 0   και άρα το  f α  θα είναι 

ομόσημο με το  f 1  

 

Άρα θα ισχύει  f 1 0  και επειδή  f 1 0  (αφού η εξίσωση            f (x) 0 

έχει μοναδική λύση την x0) , θα ισχύει  f 1 0   (3) 

 



Άρα επειδή η f έχει μοναδική ρίζα την x 0  συμπεραίνουμε ότι στο διάστημα 

 0 ,   , δεν μηδενίζεται άρα στο διάστημα  0 ,   η f θα διατηρεί σταθερό 

πρόσημο και επειδή f (1)  0 , θα είναι  

 

f (x) 0 , για κάθε  x(0,∞)  

 

Ακόμη 

Έστω f (1)  β 1 

 

Τότε 

         
 f 1 βθέτουμε όπου x το 1

f x f x x f x f 1 f 1 1 f 1


         

 

   
β 1

f β 1 β f β 0


      άτοπο διότι  β 0 ,   και άρα το  f β 0   

 

Άρα θα ισχύει  f 1 1  και επειδή  f 1 0  (αφού η εξίσωση f (x) 0 έχει 

μοναδική λύση την x0) , θα ισχύει  f 1 1   (4) 

 

Άρα      3 , 4 0 f 1 1    

 

 


