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26.15       1)   

Έστω α  β. Τότε είναι 
α β

α β
2


   

 (διότι 
α β

α 2α α β α β
2


        που ισχύει 

και 
α β

β α β 2β α β
2


        που ισχύει) 

Οπότε η συνάρτηση f 

   είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 και στο
α β

,β
2

 
 
 

 

   είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 και στο
α β

,β
2

 
 
 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχουν 1

α β
ξ α,

2

 
 
 

 και 

2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

, τέτοια ώστε  

 
     

1

α β α β α β
f f α f f α f f α

2 2 2
f ξ

α β α β 2α β α
α

2 2 2

       
       

        
   



   (1) 

 
     

2

α β α β α β
f β f f β f f β f

2 2 2
f ξ

α β 2β α β β α
β

2 2 2

       
       

        
   



    (2) 

Ακόμη επειδή η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο Δ , η f   είναι γνησίως 

αύξουσα στο Δ οπότε

   
        β α

01 , 2f 2

1 2 1 2

α β α β
f f α f β f

2 2
ξ ξ f ξ f ξ

β α β α

2 2






    
    

         
 

[

 

       
α β α β α β

f f α f β f 2f f β f α
2 2 2

       
           

     
 

26.15       2)   

Αν α β  η σχέση ισχύει ως ισότητα 

 

Έστω τώρα α β   

 

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : α,β R   με  f x ημx . Η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο  α,β  με  

 f x συνx   και  f x ημx    

 

Επειδή 
π

α,β 0,
2

 
 
 

 είναι  f x 0   για κάθε  x α,β  άρα η f είναι κοίλη στο 

 α,β  

 

Ακόμη 

 

α β
α

2


   (διότι 

α β
α 2α α β α β

2


        που ισχύει) 



και  

 

α β
β

2


   (διότι 

α β
β α β 2β α β

2


        που ισχύει) 

 

δηλαδή είναι 
α β

α β
2


   

 

Οπότε  

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 1

α β
ξ α,

2

 
 
 

, τέτοιο ώστε  

 

 
 

 
 

1 1

α β α β
f f α f f α

2 2
f ξ f ξ

α β α β 2α
α

2 2

    
    

       
  



  

 

 
 

1

α β
f f α

2
f ξ

β α

2

 
 

  


  (1) 

Ομοίως η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

, τέτοιο 

ώστε  

 

 
 

 
 

2 2

α β α β
f β f f β f

2 2
f ξ f ξ

α β 2β α β
β

2 2

    
    

      
  



 

 
 

2

α β
f β f

2
f ξ

β α

2

 
  

  


  (2) 

 

Ακόμη επειδή η f είναι κοίλη στο  α,β   , η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο 

 α,β  οπότε 

 

   
        β α

0,f 21 2

1 2 1 2

α β α β
f f α f β f

2 2
ξ ξ f ξ f ξ

β α β α

2 2






    
    

         
 

2

 



 

       
α β α β α β

f f α f β f 2f f β f α
2 2 2

       
            

     
 

 

   f β f αα β α β ημα ημβ
f ημ

2 2 2 2

   
    

 
 

 

Οπότε σε κάθε περίπτωση  ισχύει 
ημα ημβ α β

ημ
2 2

 
  , για κάθε 

π
α,β 0,

2

 
 
 

 

26.15       3)   

Αν α β  η σχέση ισχύει ως ισότητα 

 

Έστω τώρα α β   

 

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : α,β R   με   xf x e . Η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο  α,β  με  

  xf x e   και   xf x e   

 

Προφανώς είναι  f x 0   για κάθε  x α,β  άρα η f είναι κυρτή στο  α,β  

 

Ακόμη 

 

α β
α

2


   (διότι 

α β
α 2α α β α β

2


        που ισχύει) 

και  

 

α β
β

2


   (διότι 

α β
β α β 2β α β

2


        που ισχύει) 

 

δηλαδή είναι 
α β

α β
2


   

 

Οπότε  

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 1

α β
ξ α,

2

 
 
 

, τέτοιο ώστε  

 

 
 

 
 

1 1

α β α β
f f α f f α

2 2
f ξ f ξ

α β α β 2α
α

2 2

    
    

       
  



  

 

 
 

1

α β
f f α

2
f ξ

β α

2

 
 

  


  (1) 

Ομοίως η συνάρτηση f 



είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

, τέτοιο 

ώστε  

 

 
 

 
 

2 2

α β α β
f β f f β f

2 2
f ξ f ξ

α β 2β α β
β

2 2

    
    

      
  



 

 
 

2

α β
f β f

2
f ξ

β α

2

 
  

  


  (2) 

 

Ακόμη επειδή η f είναι κυρτή στο  α,β   , η f   είναι γνησίως αύξουσα στο 

 α,β  οπότε 

 

   
        β α

0,f 21 2

1 2 1 2

α β α β
f f α f β f

2 2
ξ ξ f ξ f ξ

β α β α

2 2






    
    

         
 

[

 

 

       
α β α β α β

f f α f β f 2f f β f α
2 2 2

       
            

     
 

 

    α β α β

2
f β f αα β e e

f e
2 2 2

  
    

 
 

 

Οπότε σε κάθε περίπτωση  ισχύει 
α βα β

2
e e

e
2




  , για κάθε α,β R  

26.15       4)   

Έχουμε ισοδύναμα 

 

 
α β α β α β

α β α β α βα β α β α β
α β ln α β ln ln α lnβ ln

2 2 2

  
       

           
     

 

 

 
α β α β α β

αln α βlnβ α β ln α ln α βlnβ 2 ln
2 2 2

     
         

   
 

 

Αρκεί λοιπόν να αποδειχτεί ότι 
α β α β

αln α βlnβ 2 ln
2 2

  
   

 
 

 

 

Θεωρούμε την συνάρτηση  f : α,β R   με  f x x ln x . Η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο  α,β  με  

 f x ln x x  
1

x
ln x 1   και  

1
f x

x
   



 

Επειδή α,β 0  είναι  f x 0   για κάθε  x α,β  άρα η f είναι κυρτή στο 

 α,β  

 

Ακόμη 

 

α β
α

2


   (διότι 

α β
α 2α α β α β

2


        που ισχύει) 

και  

 

α β
β

2


   (διότι 

α β
β α β 2β α β

2


        που ισχύει) 

 

δηλαδή είναι 
α β

α β
2


   

 

Οπότε  

Η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

α,
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 1

α β
ξ α,

2

 
 
 

, τέτοιο ώστε  

 

 
 

 
 

1 1

α β α β
f f α f f α

2 2
f ξ f ξ

α β α β 2α
α

2 2

    
    

       
  



  

 

 
 

1

α β
f f α

2
f ξ

β α

2

 
 

  


  (1) 

Ομοίως η συνάρτηση f 

είναι συνεχής στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
α β

,β
2

 
 
 

 

 

Οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει 2

α β
ξ ,β

2

 
 
 

, τέτοιο 

ώστε  

 

 
 

 
 

2 2

α β α β
f β f f β f

2 2
f ξ f ξ

α β 2β α β
β

2 2

    
    

      
  



 

 
 

2

α β
f β f

2
f ξ

β α

2

 
  

  


  (2) 

 



Ακόμη επειδή η f είναι κυρτή στο  α,β   , η f   είναι γνησίως αύξουσα στο 

 α,β  οπότε 

 

   
        β α

0,f 21 2

1 2 1 2

α β α β
f f α f β f

2 2
ξ ξ f ξ f ξ

β α β α

2 2






    
    

         
 

[

 

 

       
α β α β α β

f f α f β f 2f f β f α
2 2 2

       
            

     
 

 

α β α β
αln α βlnβ 2 ln

2 2

  
    

 
 

 

Οπότε ισοδύναμα ισχύει 

α β

α β α β
α β

2


 

  
 

 , για κάθε α,β 0  

 


