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24.5       1)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με     4h x f x x συνx 1     , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με     3h x f x 4x ημx     (1) 

Παρατηρούμε ότι    
 

 
f 0 0

4h 0 f 0 0 συν0 1 h 0 0


      . Οπότε ισχύει  

   

   
 

   

4h x f x x συνx 1

h 0 0
4 4f x x συνx 1 f x x συνx 1 0 h x h 0

   



           , για κάθε 

x R . Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο στο 
ox 0  , οπότε σύμφωνα 

με το θεώρημα Fermat θα ισχύει  
 

   
1

3h 0 0 f 0 4 0 ημ0 0 f 0 0           

24.5       2)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      2 2h x f x 2x ln x 1     , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με    
2

2x
h x f x 4x

x 1
   


  (1) 

Παρατηρούμε ότι      
 

 
f 0 0

2 2h 0 f 0 2 0 ln 0 1 h 0 0


       . Οπότε ισχύει  

       

     
 

   

2 2h x f x 2x ln x 1

h 0 0
2 2 2 2f x 2x ln x 1 f x 2x ln x 1 0 h x h 0

   



           , 

για κάθε x R . Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε 

σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

   
1

2

2 0
h 0 0 f 0 4 0 0 f 0 0

0 1


         


 

24.5       3)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με        x 2h x e 1 f x ln x 1      , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με        x x

2

2x
h x e f x e 1 f x

x 1
    


 (1) 

Παρατηρούμε ότι        
 

 
f 0 0

0 2h 0 e 1 f 0 ln 0 1 h 0 0


       . Οπότε ισχύει  

     

       
 

   

x 2h x e 1 f x ln x 1

h 0 0
x 2e 1 f x ln x 1 0 h x h 0

    



        , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό μέγιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

     
 

   
f 0 0

0 0

2

1 2 0
h 0 0 e f 0 e 1 f 0 0 2f 0 0 f 0 0

0 1


            


 

24.5       4)   

 

Θεωρούμε την συνάρτηση h με    
2x 4h x f x 2x e     , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με    
2x 4h x f x 2 2xe       (1) 

Παρατηρούμε ότι    
 

 
2

f 2 5
2 4h 2 f 2 2 2 e h 2 0


      . Οπότε ισχύει  

   

   
 

   

2x 4

2 2

h x f x 2x e

h 2 0
x 4 x 4f x 2x e f x 2x e 0 h x h 2

  


          , για κάθε x R . 



Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό μέγιστο στο 
ox 2  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

     
2

1
2 4h 2 0 f 2 2 2 2 e 0 f 2 2 4 0 f 2 6                 

24.5       5)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με          h x f x f 2x f 3x 4ημ 3x     , x R . Η h 

είναι παραγωγίσιμη στο R , με          h x f x 2f 2x 3f 3x 12συν 3x        (1) 

Παρατηρούμε ότι        
 

 
f 0 0

h 0 f 0 f 0 f 0 4ημ0 h 0 0


      . Οπότε ισχύει  

               f x f 2x f 3x 4ημ 3x f x f 2x f 3x 4ημ 3x 0          

         
 

   

h x f x f 2x f 3x 4ημ 3x

h 0 0

h x h 0

   



  , για κάθε x R . 

Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

         
1

h 0 0 f 0 2f 0 3f 0 12συν0 0 6f 0 12 0 f 0 2                 

24.5       6)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με       h x ημ f x 2g x 2    , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με         h x συν f x f x 2g x 2       (1) 

Παρατηρούμε ότι       

 
 

 

f 0 0

g 2 2

h 0 ημ f 0 2g 0 2 h 0 4





     . Οπότε ισχύει  

    

      
 

   

h x ημ f x 2g x 2

h 0 4

ημ f x 2g x 2 4 h x h 0

  



      , για κάθε x R . 

Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό μέγιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

      
 

   
f1 0 0

h 0 0 συν f 0 f 0 2g 0 2 0 f 0 2g 2 0


               

   f 0 2g 2    

24.5       7)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      2 2h x f x x 1 f x 2x      , x R . Η h είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με      2h x 2xf x 1 f x 4x        (1) 

Παρατηρούμε ότι    2h 1 f 1  1 1 f 1    22 1 h 1 0    . Οπότε ισχύει  

       2 2 2 2f x x 1 f x 2x f x x 1 f x 2x 0            

     
 

   

2 2h x f x x 1 f x 2x

h 1 0

h x h 1

    



   , για κάθε x R . Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό 

ελάχιστο στο ox 1  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

         
1

2h 1 0 2 1 f 1 1 f 1 4 1 0 2f 1 1 f 1 4 1 0 f 1 3                       

24.5       8)   

 



Θεωρούμε την συνάρτηση h με      2h x f 2x 1 x f 3x 1 x 2        , x R . Η h 

είναι παραγωγίσιμη στο R , με      h x 2f 2x 1 2x 3f 3x 1 1          (1) 

Παρατηρούμε ότι        2h 2 f 2 2 1 2 f 3 2 1 2 2 h 2 0           . Οπότε 

ισχύει         2 2f 2x 1 x f 3x 1 x 2 f 2x 1 x f 3x 1 x 2 0                

     
 

   

2h x f 2x 1 x f 3x 1 x 2

h 2 0

h x h 2

      



   , για κάθε x R . Επομένως η συνάρτηση h έχει 

ολικό ελάχιστο στο 
ox 2  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

       
1

h 2 0 2f 2 2 1 2 2 3f 3 2 1 1 0 2f 5 4 3f 5 1 0                      

 

   3 f 5 0 f 5 3       

24.5       9)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με     1 xh x f x e    , x R .  

Η h είναι παραγωγίσιμη στο R , με  

         1 x 1 xh x f x e 1 h x f x e           (1) 

Παρατηρούμε ότι    
 

 
f 1 1

1 1h 1 f 1 e h 1 0


    . Οπότε ισχύει  

   

   
 

   

1 xh x f x e

h 1 0
1 x 1 xf x e f x e 0 h x h 1

 


         , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση h έχει ολικό ελάχιστο στο ox 1  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει  
 

   1
1

1h 1 0 f 1 e 0 f 1 1          

Οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης του διαγράμματος της f στο ox 1  είναι 

     

 
 

 

f 1 1

f 1 1

y f 1 f 1 x 1 y 1 x 1 y 1 x 1 y x 2



 

                  

 


