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24.4       1)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   x x xf x α β γ    , x R . Η f είναι παραγωγίσιμη 

στο R , με   x x xf x α lnα β lnβ γ ln γ     (1) 

Παρατηρούμε ότι    0 0 0f 0 α β γ f 0 3     . Οπότε ισχύει  

 
 

   

x x xf x α β γ

f 0 3
x x xα β γ 3 f x f 0

  



      , για κάθε x R . Επομένως η συνάρτηση f 

έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

0 0 0
1

f 0 0 α lnα β lnβ γ ln γ 0 lnα lnβ ln γ 0            

lnαβγ ln1 αβγ 1     

24.4       2)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   x xf x α β   , x R . Η f είναι παραγωγίσιμη στο R 

, με   x xf x α lnα β lnβ    (1) 

Παρατηρούμε ότι    0 0f 0 α β f 0 2    . Οπότε ισχύει  

 
 

   

x xf x α β

f 0 2
x xα β 2 f x f 0

 



     , για κάθε x R . Επομένως η συνάρτηση f έχει 

ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

0
1

0f 0 0 α lnα β lnβ 0 lnα lnβ 0 lnαβ ln1 αβ 1             

24.4       3)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   xf x α x 1    , x R . Η f είναι παραγωγίσιμη στο 

R , με   xf x α lnα 1    (1) 

Παρατηρούμε ότι    0f 0 α 0 1 f 0 0     . Οπότε ισχύει  

 
 

   

xf x α x 1

f 0 0
x xα x 1 α x 1 0 f x f 0

  



         , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 1

0f 0 0 α lnα 1 0 lnα 1 lnα lne α e            

24.4       4)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με  f x αημx συνx x    , x R . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με  f x ασυνx ημx 1     (1) 

Παρατηρούμε ότι    f 0 αημ0 συν0 0 f 0 1     . Οπότε ισχύει  

 
 

   

f x αημx συνx x

f 0 1

αημx συνx x 1 f x f 0

  



      , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει  

 
 1

f 0 0 ασυν0 ημ0 1 0 α 1 0 α 1             



24.4       5)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   23α
f x ln x αx

x 2
  


 ,  x 0,   . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με  
 

2

1 3α
f x 2αx

x x 2
   


 (1) 

Παρατηρούμε ότι      23α 3α
f 1 ln1 α 1 f 1 ln1 α f 1 0

1 2 3
         


.  

Οπότε ισχύει     2 23α 3α
lnx αx ln x αx 0 f x f 1

x 2 x 2
       

 
 , για κάθε 

 x 0,  . Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο 
ox 1  , οπότε 

σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

 
 

 

1

2

1 3α 3
f 1 0 2α 1 0 1

1 1 2
        



α

9
3

α
2α 0 1 2α 0

3
        

3
3 α 6α 0 7α 3 α

7
           

24.4       6)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   ημxf x e αημx 1    , x R  . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με   ημxf x e συνx ασυνx    (1) 

Παρατηρούμε ότι    ημ0f 0 e αημ0 1 f 0 0     .  

Οπότε ισχύει     ημx ημxe αημx 1 e αημx 1 0 f x f 0         , για κάθε x R . 

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει   ημ0f 0 0 e συν0 ασυν0 0 1 α 0 α 1           

24.4       7)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με    2 2 2f x αx ln x α 1 x e     ,  x 0,   . Η f 

είναι παραγωγίσιμη στο  0,  , με 

  2f x 2αx ln x αx  
1

x
     2 α 1 x f x 2αx ln x αx 2 α 1 x        (1) 

Παρατηρούμε ότι 

       2 2 2 2 2 2 2f e α e lne α 1 e e f e αe e e e f e 0            .  

Οπότε ισχύει         2 2 2 2 2 2αx ln x α 1 x e αx ln x α 1 x e 0 f x f e           , 

για κάθε  x 0,  . Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό μέγιστο στο ox e  , 

οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα ισχύει 

     f e 0 2α e lne α e 2 α 1 e 0 2αe αe 2 α 1 e 0                 

2αe αe 2αe  2e 0 αe 2e α 2       

24.4       8)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   x x x

1 2 νf x α α ... α     , x R . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με   x x x

1 1 2 2 ν νf x α lnα α lnα ... α lnα      (1) 

Παρατηρούμε ότι    0 0 0

1 2 νf 0 α α ... α f 0 ν      . Οπότε ισχύει  

 
 

   

x x x
1 2 νf x α α ... α

f 0 ν
x x x

1 2 να α ... α ν f x f 0

   



       , για κάθε x R . Επομένως η 



συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο 
ox 0  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat 

θα ισχύει  
 

0 0 0

1 1 2 2 ν

1

νf 0 0 α lnα α lnα ... α lnα 0         

 1 2 ν 1 2 νln α α ... α ln1 α α ... α 1           

24.4       9)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   x x xf x 3α 5β 7γ    , x R . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με   x x xf x 3α lnα 5β lnβ 7γ ln γ     (1) 

Παρατηρούμε ότι    0 0 0f 0 3α 5β 7γ f 0 15     . Οπότε ισχύει  

 
 

   

x x xf x 3α 5β 7γ

f 0 15
x x x3α 5β 7γ 15 f x f 0

  



      , για κάθε x R . Επομένως η 

συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο ox 0  , οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Fermat  

θα ισχύει  
 

0 0 0
1

f 0 0 3α lnα 5β lnβ 7γ ln γ 0 3lnα 5lnβ 7ln γ 0            

3 5 7 3 5 7lnα β γ ln1 α β γ 1     

24.4       10)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με    2 ln x 1x 4 x 21
f x α β γ

4

     , x R . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με  

 
1

f x

4

 
2x 4α 2

2
  ln x 1 x 21

x lnα β lnβ γ ln γ
x 1

   


 

 
 

2
ln x 1

x 4 x 2x lnα β lnβ
f x α γ ln γ

2 x 1



    


 (1) 

Παρατηρούμε ότι        ln 2 14 4 2 21 1 9
f 2 α β γ f 2 1 1 f 2

4 4 4

          . Οπότε 

ισχύει   

   

 

   

2 ln x 1x 4 x 2

2

1
f x α β γ

4
9

f 2
4

ln x 1x 4 x 21 9
α β γ f x f 2

4 4

   



       , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό μέγιστο στο ox 2  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει  

 
 1 2

f 2 0  
lnα

2

 
2

ln 2 1

2 4 2 2β lnβ
α γ ln γ 0 lnα lnβ ln γ 0

2 1



        


 

 ln αβγ ln1 αβγ 1     

24.4       11)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με   α β γf x x x x     x 0,   . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο  0, , με   α 1 β 1 γ 1f x αx βx γx       (1) 

Παρατηρούμε ότι    α β γf 1 1 1 1 f 1 3     . Οπότε ισχύει  

 
 

   

α β γf x x x x

f 1 3
α β γx x x 3 f x f 1

  



       , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο ox 1  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει  



 
 

α 1 β 1 γ 1
1

f 1 0 α1 β1 γ1 0 α β γ 0             

24.4       12)   

Θεωρούμε την συνάρτηση f με  
x1 α

f x ln x
2

 
  

 
 , x R  . Η f είναι 

παραγωγίσιμη στο R , με   x

1
f x

1 α

2

 


xα lnα

2
  

x

x

α lnα
1 f x 1

1 α
   


 (1) 

Παρατηρούμε ότι    
01 α

f 0 ln 0 f 0 0
2

 
    

 
. Οπότε ισχύει  

 

 

   

x1 α
f x ln x

2

x x f 0 01 α 1 α
ln x ln x 0 f x f 0

2 2

 
   

 
    

         
   

 , για κάθε x R .  

Επομένως η συνάρτηση f έχει ολικό ελάχιστο στο 
ox 0  , οπότε σύμφωνα με το 

θεώρημα Fermat θα ισχύει  

 
  0

2 2

0

1 α lnα lnα
f 0 0 1 0 1 lnα 2 lnα lne α e

1 α 2
            


 

 


