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23.20       1)   

Η f ορίζεται για x 1 0 x 1     , δηλαδή το πεδίο ορισμού της f είναι το  1,  

    Καταρχήν θα εξετάσουμε αν η f είναι αντιστρέψιμη , δηλαδή αν είναι 11 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1,  (στο xo  1 δεν είναι παραγωγίσιμη , αλλά 

είναι συνεχής) , με  
1

f x 0
2 x 1

  


 , για κάθε x  1  

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,  , άρα είναι και 1  1  

    Τώρα θα βρούμε το πεδίο ορισμού της 
1f 
 (δηλαδή το σύνολο τιμών της f) 

Eπειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,  θα έχει σύνολο τιμών το  

       
x

f f 1 , lim f x 1,


   


. Άρα το πεδίο ορισμού της 
1f 
 θα είναι το 

 1f
A 1,    

    Τέλος θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

   
2

f x y 1 x 1 y x 1 y 1 x 1 y 1               

 
2

x y 1 1     , και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  

   
21f x x 1 1      με πεδίο ορισμού το  1f

A 1,    

23.20       2)   

Η f έχει πεδίο ορισμού το R. Είναι παραγωγίσιμη στο R , με  f x 3   

Προφανώς είναι  f x 0   για κάθε x R   , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R , 

άρα είναι και 1  1 οπότε η f είναι αντιστρέψιμη 

Ακόμη επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο R θα έχει σύνολο τιμών το  

        
x x

f lim f x , lim f x , R
 

      . Άρα το πεδίο ορισμού της 
1f 
 θα 

είναι το 1f
A R   

Θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

 
y 9

f x y 3x 9 y 3x y 9 x
3


          

και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  1 x 9
f x

3

 
   με πεδίο ορισμού 

το 1f
A R   

23.20       3)   

Η f έχει πεδίο ορισμού το R. Όμως δεν είναι 1  1 διότι πχ  

  2

2

x 2 2
f x 2 2x 10

x 5 5


      


5x 10   22x 5x     

x 0  ή 
2

x
5

   δηλαδή  
2 2

f 0 f
5 5

 
   

 
   



και άρα η f δεν έχει αντίστροφη 

23.20       4)   

Η f ορίζεται όταν x 0  και x 2 0   (που ισχύει πάντα) , οπότε το πεδίο ορισμού 

της f είναι το  0,  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  (στο xo  0 δεν είναι παραγωγίσιμη , αλλά είναι 

συνεχής) , με

 
   

 
2

1 1 1
x 2 x 4 x

2 x 2 x 2 xf x
x 2

  

  


2 x  
   

2 2

4
6

x 2 2 x x 2




 

 

Προφανώς είναι  f x 0   για κάθε x  0 , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

 0,  , άρα είναι και 1  1 οπότε η f είναι αντιστρέψιμη 

Ακόμη επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  θα έχει σύνολο τιμών το  

     

 

x x

0 4
f 0 2

0 2

x
x 4

lim lim
x 2

x
f f 0 , lim f x

 


 










  


4
1

x

x

 
 

 

 

1
2

1
x

2,1


 
 

 

 . Άρα το πεδίο ορισμού της 
1f 
 

θα είναι το  1f
A 2,1    

Θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

   x 4
f x y y x 4 y x 2 x 4 y x 2y

x 2


           


 

 

 y 2,1
2

y 1 2y 4 2y 4
x y x 2y 4 x 1 y 2y 4 x x

1 y 1 y

 
    

             
  

 

και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  
2

1 2x 4
f x

1 x

  
  

 
  με πεδίο 

ορισμού το  1f
A 2,1    

23.20       5)   

Η f ορίζεται όταν x 2   , οπότε το πεδίο ορισμού της f είναι το  2,  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  2,  , με  
1

f x
x 2

  


 

Επειδή x 2  είναι  f x 0   για κάθε x  2 , οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα  στο 

 2,  , άρα είναι και 1  1 οπότε η f είναι αντιστρέψιμη 

Ακόμη επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  2,  θα έχει σύνολο τιμών το  

      

    

    

 

x

x 2

lim 5 ln x 2 5

lim 5 ln x 2 5

x x 2
f lim f x , lim f x , R







     

     

 
      . Άρα το πεδίο 

ορισμού της 
1f 
 θα είναι το 1f

A R   

Θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 



      5 y 5 yf x y 5 ln x 2 y ln x 2 5 y x 2 e x e 2                 

και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  1 5 xf x e 2     με πεδίο 

ορισμού το 1f
A R   

23.20       6)   

Η f ορίζεται όταν x 0  και 4 x 0   (που ισχύει πάντα) , οπότε το πεδίο ορισμού 

της f είναι το  0,  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  (στο xo  0 δεν είναι παραγωγίσιμη , αλλά είναι 

συνεχής) , με  
1 1

f x
2 x2 4 x

 


 

Προφανώς είναι  f x 0   για κάθε x  0 , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

 0,  , άρα είναι και 1  1 οπότε η f είναι αντιστρέψιμη 

Ακόμη επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  θα έχει σύνολο τιμών το  

     

 

 
x

f 0 4 0 2

lim 4 x

x
f f 0 , lim f x 2,



  

 



   


. Άρα το πεδίο ορισμού της 
1f 
 θα είναι 

το  1f
A 2,    

Θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

 

 

 
2

y 2,

y 4 0 2
2 2 2f x y 4 x y 4 x y x y 4 x y 4

 

  

              

και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι    
2

1 2f x x 4     με πεδίο 

ορισμού το  1f
A 2,    

23.20       7)   

Το πεδίο ορισμού της f είναι το R 

    Καταρχήν θα εξετάσουμε αν η f είναι αντιστρέψιμη , δηλαδή αν είναι 11 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο R  , με   2x 1f x 2e 0    , για κάθε x R    

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο R , άρα είναι και 1  1  

    Τώρα θα βρούμε το πεδίο ορισμού της 
1f 
 (δηλαδή το σύνολο τιμών της f) 

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο R θα έχει σύνολο τιμών το  

      

 

 

 

2x 1

x x x
2x 1

x x x

lim f x lim e lim 3 0 3 3

lim f x lim e lim 3 3

x x
f lim f x , lim f x 3,



  


  

    

   

 
    . Άρα το πεδίο 

ορισμού της 
1f 
 θα είναι το  1f

A 3,    

    Τέλος θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

   2x 1 2x 1f x y e 3 y e y 3 2x 1 ln y 3              

 
 1 ln y 3

2x 1 ln y 3 x
2

 
       , και άρα ο τύπος της αντίστροφης 

συνάρτησης είναι  



 
 1 1 ln x 3

f x
2

  
   με πεδίο ορισμού το  1f

A 3,    

23.20       8)   

Το πεδίο ορισμού της f είναι το R 

    Καταρχήν θα εξετάσουμε αν η f είναι αντιστρέψιμη , δηλαδή αν είναι 11 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο R  , με 

 
   

 

x xx x x x

2
x

e ee e 1 e 1 e
f x

e 1

  
  



x1 e  
   

x

2 2
x x

4 3e
0

e 1 e 1

 
 

 
 , για κάθε 

x R  οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R , άρα είναι και 1  1  

    Τώρα θα βρούμε το πεδίο ορισμού της 
1f 
 (δηλαδή το σύνολο τιμών της f ) 

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R θα έχει σύνολο τιμών το  

      

 

 

 

0
x x0

x xx x DLH x

x

xx x

e 4 e
lim f x lim lim 1

e 1 e

e 4 0 4
lim f x lim 4

0 1e 1

x x
f lim f x , lim f x 1,4

  

 


  



 
  



 
   . Άρα το πεδίο ορισμού 

της 
1f 
 θα είναι το  1f

A 1,4   

    Τέλος θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

   
x

x x x x

x

e 4
f x y y e 4 e 1 y e 4 ye y

e 1


           


 

 x x x x y 4 y 4
e ye y 4 e 1 y y 4 e x ln

1 y 1 y

 
           

 
 , και άρα ο 

τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  

 1 x 4
f x ln

1 x

 



  με πεδίο ορισμού το  1f

A 1,4   

23.20       9)   

Το πεδίο ορισμού της f είναι το R (διότι 
xe 1 0    

    Καταρχήν θα εξετάσουμε αν η f είναι αντιστρέψιμη , δηλαδή αν είναι 11 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο R  , με  
x

x

e
f x 0

e 1
  


 , για κάθε x R  , οπότε η f 

είναι γνησίως αύξουσα στο R , άρα είναι και 1  1  

    Τώρα θα βρούμε το πεδίο ορισμού της 
1f 
 (δηλαδή το σύνολο τιμών της f ) 

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο R θα έχει σύνολο τιμών το  

      

     

   

 

x

x x

x

x x

lim f x lim ln e 1 ln 0 1 0

lim f x lim ln e 1

x x
f lim f x , lim f x 0,

 

 

    

  

 
    . Άρα το πεδίο 

ορισμού της 
1f 
 θα είναι το  1f

A 0,    

    Τέλος θα βρούμε και τον τύπο της αντίστροφης. 

Έχουμε 

     x x y x y yf x y ln e 1 y e 1 e e e 1 x ln e 1              ,  

και άρα ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης είναι  

   1 xf x ln e 1    , με πεδίο ορισμού το  1f
A 0,    



 


