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20.11       1)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : 0,1 R  , με    2 2h x f x x    

Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [0 , 1] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (0 , 1) , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

     h x 2f x f x 2x    

και 

   
   

 

   
 

   

f 0 0
2 2

f 1 1
2 2

h 0 f 0 0 0
h 0 h 1

h 1 f 1 1 0






   

 
   

 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [0 , 1] και επομένως υπάρχει ξ  (0 , 1) , τέτοιο ώστε  

 h ξ 0 2      f ξ f ξ 2     ξ 0 f ξ f ξ ξ    

20.11       2)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : α,β R  , με        h x f x f α x β       

Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [α , β] , ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (α , β) , ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

        h x f x x β f x f α      

και 

   
       

       
   

h α f α f α α β 0
h α h β

h β f β f α β β 0

      
 

       

 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [α , β] και επομένως υπάρχει ξ  (α , β) , τέτοιο ώστε  

               h ξ 0 f ξ ξ β f ξ f α 0 f ξ ξ β f ξ f α 0               

       
 

 
   ξ α,β ξ β f ξ f α

f ξ ξ β f ξ f α f ξ
ξ β

    
       


 

20.11       3)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : 1,2 R  , με  
 ln f x

h x
x

   

Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [1 , 2] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (α , β) , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

 
 

   
     

       

 2 2 2

f x x f x ln f x1
f x x ln f x

f x f x f x x f x ln f x
h x

x x x f x

 
 

 
     

και 



   

 
 

 

 
       

2 2f 2 f 1

ln f 1
h 1 ln f 1

1

ln f 2 ln f 1 2
h 2

2 2



 

  
 ln f 1

2
 

   h 1 h 2

ln f 1




 




 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [1 , 2] και επομένως υπάρχει ξ  (1 , 2) , τέτοιο ώστε  

 
     

 
           

2

f ξ ξ f ξ ln f ξ
h ξ 0 0 f ξ ξ f ξ ln f ξ 0 f ξ ξ f ξ ln f ξ

x f x

 
           

20.11       4)   

Παρατηρούμε ότι 

  
 

       2 2f ξ
f ξ ξ ξf ξ ξ f ξ ξf ξ f ξ ξ

ξ
             

   
2

ξf ξ f ξ
1

ξ

 
   

Έτσι  

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : α,α 1 R   , με  
 f x

h x x
x

    

Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [α , α  1] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (α , α  1) , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

 
   

2

xf x f x
h x 1

x

 
    

και 

   

 
 

 
 

   

 
f α 1 f α

1
α 1 α

f α
h α α

α

f α 1 f α
h α 1 α 1 1

α 1 α


 



 


     


α 1 

   h α h α 1




  





 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [α , α  1] και επομένως υπάρχει ξ  (α , α  1) , τέτοιο ώστε  

 
       

    2

2 2

ξf ξ f ξ ξf ξ f ξ
h ξ 0 1 0 1 ξf ξ f ξ ξ

ξ ξ

  
            

 

     
 

 
 

α 0

ξ α,α 1 ξ 0
2 f ξ f ξ

ξf ξ f ξ ξ f ξ ξ f ξ ξ
ξ ξ



   

            

20.11       5)   

Παρατηρούμε ότι 

 
 

 
             

f ξ 1 1
f ξ α ξ β ξ f ξ β ξ f ξ α ξ

f ξ α ξ β ξ


         

 
  

         f ξ α ξ β ξ f ξ β ξ f ξ α ξ 0          

         f ξ ξ α ξ β f ξ ξ β f ξ ξ α 0         

Έτσι  

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : α,β R  , με      h x f x x α x β     



Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [α , β] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (α , β) , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

           h x f x x α x β f x x β f x x α         

και 

   
       

       
   

h α f α α α α β 0
h α h β

h β f β β α β β 0

    
 

    

 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [α , β] και επομένως υπάρχει ξ  (α , β) , τέτοιο ώστε  

           h ξ 0 f ξ ξ α ξ β f ξ ξ β f ξ ξ α 0            

 
      

 

 

 

f x 0

ξ α,β ξ α ξ β 0 f ξ f ξ1 1 1 1
0

f ξ ξ α ξ β f ξ ξ α ξ β



      
        

   
 

 

 

f ξ 1 1

f ξ α ξ β ξ


  

 
 

20.11       6)   

Θεωρούμε την συνάρτηση  h : 0,1 R  , με        h x xf x f x f 0 x     

Η συνάρτηση h  

   είναι συνεχής στο [0 , 1] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  

   είναι παραγωγίσιμη στο (0 , 1) , ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

     h x xf x f x     f x      f 0 xf x f 0    

και 

   
         

       
     

 
   f 1 f 1 f 0

h 0 0 f 0 f 0 f 0 0 f 0

h 0 h 1

h 1 1 f 1 f 1 f 1 1 f 0
  

       

 

        

 

Οπότε για τη συνάρτηση h ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle 

στο διάστημα [0 , 1] και επομένως υπάρχει ξ  (0 , 1) , τέτοιο ώστε  

         h ξ 0 ξf ξ f 0 0 ξf ξ f 0         

 


