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10.20       1)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      h x f x g x   

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα [α , β] , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων  
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h α h β f α g α h α h β 0          

Αν  h α 0  τότε για  ox α α,β   έχουμε  οh x 0  

Αν  h β 0  τότε για  ox β α ,β   έχουμε  οh x 0  

Αν  h α 0  και  h β 0  τότε προφανώς    h α h β 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ox α,β  (άρα  ox α ,β ) τέτοιο ώστε 

 οh x 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx α ,β  τέτοιο ώστε 

 οh x 0 . Δηλαδή η συνάρτηση h , άρα και η εξίσωση    f x g x 0   έχει μια 

τουλάχιστο ρίζα στο διάστημα  α ,β   

10.20       2)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      h x f x g x   

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα [0 , 1] , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων  
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h 0 h 1 f 0 g 0 h 0 h 1 0         

Αν  h 0 0  τότε για  ox 0 0,1   έχουμε  οh x 0  

Αν  h 1 0  τότε για  ox 1 0,1   έχουμε  οh x 0  

Αν  h 0 0  και  h 1 0  τότε προφανώς    h 0 h 1 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ox 0,1  (άρα  ox 0,1 ) τέτοιο ώστε  οh x 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx 0,1  τέτοιο ώστε 

         ο o o o oh x 0 f x g x 0 f x g x       

10.20       3)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      h x f x g x   

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα [α , β] , ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων  
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h α h β g β g α h α h β 0         

Αν  h α 0  τότε για  ox α α,β   έχουμε  οh x 0  

Αν  h β 0  τότε για  ox β α ,β   έχουμε  οh x 0  

Αν  h α 0  και  h β 0  τότε προφανώς    h α h β 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ox α,β  (άρα  ox α ,β ) τέτοιο ώστε 

 οh x 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  οx α ,β  τέτοιο ώστε 

         ο o o o oh x 0 f x g x 0 f x g x       

 

10.20       4)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με      h x f x f x π    

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα  0,π , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  
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h 0 h π f 0 f π h 0 h π 0           

Αν  h 0 0  τότε για  ox 0 0,π   έχουμε  oh x 0  

Αν  h π 0  τότε για  ox π 0,π   έχουμε  oh x 0  

 

Αν  h 0 0  και  h π 0  τότε προφανώς    h 0 h π 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  ox 0,π  (άρα  ox 0,π ) τέτοιο ώστε 

 oh x 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  ox 0,π  τέτοιο ώστε 

         o o o o oh x 0 f x f x π 0 f x f x π         

10.20       5)   

Θεωρούμε την συνάρτηση h με          h x α β f x αf α βf β      

Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο διάστημα [α , β] , ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων  
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α,β:ομόσημοι
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h α h β αβ f α f β h α h β 0         

Αν  h α 0  τότε για  γ α α ,β   έχουμε  h γ 0  

Αν  h β 0  τότε για  γ β α ,β   έχουμε  h γ 0  

Αν  h α 0  και  h β 0  τότε προφανώς    h α h β 0  , οπότε από το θεώρημα 

Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  γ α,β  (άρα  γ α ,β ) τέτοιο ώστε  h γ 0  

Επομένως σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα τουλάχιστον  γ α ,β  τέτοιο ώστε 
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